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INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI FEUERBACH E DI STEINER. 
ESERCITAZIONE ANALITICA. 


Memorie delV Accademia delle Hclenze delVIstituto di J^ologna, serie III, tomo V (1874), pp. 543-566. 


In una mia Nota Intorno alle coniche dei nove punti e ad alcune quistioni che ne 
dipendono^ che ebbe Fonore d’essere inserita fra le Memorie di quest’ Accademia *), io 
m’ero proposto di dimostrare^ cogli odierni metodi di geometria analitica, i celebri teo- 
remi di Feuerbach sul cosidetto circolo dei nove punti, considerandoli nella loro ge- 
neralità projettiva. Del più elegante e del più riposto fra questi teoremi, di quello cioè 
relativo ai contatti, non m’era tuttavia riuscito di dare allora una dimostrazione vera- 
mente spontanea, la quale presentasse il teorema stesso nella sua naturai connessione 
coi dati della questione analitica, talché mi rimase sempre il desiderio di completare 
in questo senso quel primo studio. Ciò parvemi d’avere conseguito alcuni anni più 
tardi, in una ricerca nuovamente da me istituita sull’argomento; ma la tenuità di que- 
sto, a fronte di tanta altezza cui vedemmo crescere, quasi sotto i nostri occhi, la scienza 
analitico-geometrica, mi fece lungamente dubitare dell’opportunità di ritornare, in pub- 
blico, sull’elegante, ma elementare soggetto. Senonchè vedendo che questo non ha mai 
cessato, nò cessa di tenere occupati i cultori della scienza, sia nel suo aspetto sinte- 
tico, sia nell’analitico, talché si può ben dire, usando una frase in corso, ch’esso ha 
già un’estesa letteratura, ho creduto di poter aggiungere ai molti lavori altrui questo 
mio, che riassume le anzidette mie ricerche, e che intitolo Esercitazione^ perchè il suo 
nome corrisponda alla modestia del soggetto ed a quella dello scopo che mi prefiggo 


') Serie II, voi. II (1862), pp. 361-395; oppure queste Opere, tomo I, pag. 45. 
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nel pubblicarlo. La grandissima copia e varietà degli scritti usciti in luce sulla stessa 
questione, in Italia e fuori, di gran parte dei quali eranii impossibile aver cognizione 
od anche solo notizia, mi ha indotto ad astenermi dal tar citazioni e confronti che 
non avrebbero potuto giovare alFesatta storia del problema. Li mia analisi abbraccia 
a un dipresso tutte le parti deirargomento: rintelligente lettore giudicherà senz'altro 
se essa contribuisca alcunché di nuovo alla cono.scenza di esso, sia nella forma, sia 
nella sostanza. 


S I- 

Punto di partenza della ricerca. 

Il metodo da me tenuto, nella Nota che ho citata al principio, conduce a formu- 
lare nel modo seguente le basi della ricerca. 

Siano (a', :(), y\ :{') le coordinate omogenee di due pumi d'un piano, 

posti in corrispondenza quadratica fra loro per mezzo delle relazioni 

(a) v': ^ a' : ir : c\ 

ove b, c sono tre costanti. 1 punti dojipi di questa corrispondenza sono dati da 

: v' : ^ A' : r', 

epperò sono i quattro vertici d'uii quadrangolo, il cui iriaiigt>lo diagiaialc c formato 
dalle rette 

X zzz V — o , V o . 

Questi quattro vertici sono i punti-buse del lascio di coniche 
(P) px' tjy' -[-ri o, 

nel quale i parametri p, r sono vincolati dalla relazione 

(t) P il' q Ir -[- ;■ C O . 

Le equazioni (a), (y) mostrano che due punti corrispondenti soddisfanno sempre alla 
relazione 

+ qyf -V ■ o, 

e che quindi, ((i), sono poli armonici rispetto a tutte le coniche del fascio. Ne con- 
segue che la polare dell uno di questi punti, rispetto alla conica passante per esso, cioè 
la tangente alla conica in questo punto, passa per Taltro. Le coppie di punti corrispon- 
denti si possono dunque definire anche come quelle dei punti di contatto delle coniche 
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del fascio colle rette del piano, oppure come i punti doppi delle involuzioni generate 
su queste rette dalle dette coniche, ecc. 

Il luogo dei punti corrispondenti a quelli situati sopra una retta 


è la conica 


ux-\-vy-\-w:(^— o 


ci^ il , h^v , c^w 
= o. 


che vien detta conica dei nove punti, rispetto alla data retta ed al dato quadrangolo. 
Stante la projettività della ricerca, si può, senz’offenderne la generalità, porre 

a =1 h = Cy che è quanto dire si può scrivere x, 7, in luogo di In 

tal modo la corrispondenza ò espressa dalle relazioni xx' =yy^ = che, per maggior 
comodo, completeremo scrivendo 


XX — y 


= i; 


il fascio è rappresentato dall’equazione 

= o , qJ^r = 0) 

e la conica di nove punti, corrispondente alla retta 


ux-\-vy-{-w:(^ — o. 


lo ò daU’equazione 


u ^ V ^ w 

y 


L’ipodcloide tricuspidata. 

L’equazione in x, y, x. della retta che passa pei punti corrispondenti 


9. (f. V’r)’ 


può mettersi sotto la forma 
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Ma ponendo 

^ = -n — h 

u = bc' — b'c, V =: ca' — c'a, w — ah’ — ti'h, 
si ha, coU’eliminazione di 0 dal numeratore, 

yX, — _ {y -{- — U'')^ 


a'^ 


, ccc., ecc., 

quindi l’equazione della retta congiungente si può scrivere così : 


</' V — b' X 


vy-^wx. I w^-\-ux . HX-\-vy — l'v 1 \ V — 

„■ '+ + c- 

Se (^i., c), {(i\ //, c') sono due punci fra loro corrispondenti, che d'ora innanzi 

designeremo con /, quest'equazione diventa 

a{vy 4- tv , h (tv u x) r (h x -f- n v) 

— yj ^ ^ ^ y ^ J r II X 4- T »4- tVT , 

ossia finalmente 

^ ^ J^O i> + ‘ ì t ^ 

Tale e rcqiiazione della congiungente d'un punto qu. dunque della ietta 

R " - Il X -j- Tj -f' o 

col suo corrispondente, situato sulla conica di nove pumi 

0^ r uy:^ -j- v^x tv xy o. 

Le costanti a, b, c sono le coordinate d'uno dei due punti coiTÌi>poiKÌen!Ì làm.iii sidla 
retta i?, e son legate ai cocfiicicnti //, i', 'u- dalle relazioni 


c 

T ’ 


tv 


6 è il parametro che distingue le infinite congiungcnti. 

La retta variabile testé determinata inviluppa una curva razionale l\ della terza 
classe. Ai valori Omo, 0 = co del parametro corrisponde una sola e incdesinia retta 
i?, che e una tangente doppia di F. Conseguentemente questa curva c di quart’ordine; 
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essa non è che una trasformazione projettiva della cosidetta ipocicloide tricuspidata. La 
considerazione di questa curva è inseparabile da quella della figura di cui ci occupiamo, 
e le variabili per cosi dir naturali in cosiffatta ricerca sono le seguenti funzioni lineari 
delle primitive coordinate Xy 

P = a^u X h^vy -f- c^w:(^y 

^ ~ a" + ¥ ^ c^ ^ 

]^=:ux-\-vy-\-w:(^. 

Infatti Inequazione (i), ordinata rispetto a 6 , prende, mercè queste sostituzioni, la forma 
semplicissima 

(2) Sq = ^ e QQ ^ e R = o y 

dove si è posto e = a^¥c^. Inoltre, per essere aa' =. b¥ = cc' = i, si ha 




au bv cw a x b y ex, 

a'ii b'v c^w ¥x Vy c\ 


= uvwiìiyx^ vxx wxy) = uvw(^ , 
quindi la conica dei nove punti è rappresentata dairequazione 

PQ-R^^Oy 

ove i? è la retta corrispondente a mentre Py Q sono le tangenti a df nei due 
punti corrispondenti P ed /, comuni ad i? ed a df- 


S 3 - 

Corrispondenza univoca delle tre linee R, df, L. 

Una stessa retta Sq individua per intersezione un punto Rq della retta R ed un 
punto dfe della conica d[ (quello che corrisponde ad Rq), ed individua per contatto 
un punto Fq della quartica F, il quale, in questo senso, corrisponde univocamente ai 
due precedenti. 

Le coordinate del punto Rq si ottengono ponendo R = o nelFequazione (2), e 
si esprimono colle formole 

(i?e) P:Q:R = e:^:o. 

Per trovare le coordinate del punto osserviamo che un punto qualunque della 
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conica (S| può essere individuato colle equazioni P : Q: R ■= '• i • P vi deve 

dunque essere una relazione biraxjonale fra i due parametri p e 9 d’uno stesso punto. 
Ora la sostituzione dei valori precedenti neirequazione (2) dà (p — 0 ) (p 0 ^ -(-«) = 0, 
epperò la relazione cercata è p = 9 , talché le coordinate del punto si possono 
esprimere colle formole 

(<|e) P:<2:ie=9=:i:-9. 

L’altra relazione p 9 " -f e = o, che non ò birazionale, fa conoscere il parametro s del 
secondo punto d’intersezione della retta S„ colla conica, punto che designeremo ccm 
(j|g e le cui coordinate P', Q’, R' sono date da 







Finalmente le coordinate del punto P,, sono quelle del punto in cui la retta 5 „ è 
tangente al suo inviluppo; esse sono quindi lornite lialle due equazioni 

— RQP - r) o, 

2P() — eQ -[- 3A’0-' r o, 

le quali dànno 

(Pfl) P: Q: R = <20^ + e) : OfO* 4- 2,') ; cO'. 

Le forinole (Pfl), (Po) punteggiano projettivaniente le tre lineo A’, (/,, P; 

9 è il parametro comune d’uiia cerna di jmnti corrispondenti. .Si verifica agevolmente, 
mercè le formole anzidettc e le ((!(ó), che .vu/m/ àdSiiiiui ri’tla .S'„ il pitnio P„ à il 
coniugato armonico di (|/I| risimi lo ad A’,, cd a (J(,, . 

Se nelle formole (P,,) si fa successivamente 9 o, 0 cc , si trova R o, 
P — R — o, quindi i punti di coìilallo delia tiuarlica P coliti sua tangente doppia R 
sono i due punti corrispondenti I ed Per trovare gli altri sei punti comuni .dia co- 
nica (![ ed alla quartica P basta scrivere la j>roporzionali!.\ delle coordin.ite d’un punto 
(p) della conica e d’uu punto ( 9 ) della quartica : si ottiene cosi 

e_(2 9 * -(- fi) _ 0(0* + 2,:) ^ fiO-’ 

p’ ~ 1 ~ P ’ 

donde 

(0*-ffi)= = o, p = 9. 

Di qui emerge che la conica (j| e la quartica P si toccano nei Ire punii i cui parametri 
sono le radici dell’ equazione 


9’ -f fi = 0 . 
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Questi punti sono corrispondenti a sè medesimi (sulle due curve punteggiate e F), 
mentre invece i primi due, I ed /', sono corrispondenti fra loro. 

Per trovare i punti singolari della quartina bisogna scrivere la proporzionalità 
delle coordinate di due punti distinti di essa, (6) e (6'), bisogna porre cioè 

203 -f e _ 6(03 + 20 _ 9" 

263 + e-0X93 + 2e)- 9^ ' 

Di qui, ponendo 9=^6 e dividendo per ^ i, si deduce 

= e(k + i), kP(k + i) = 2^, 

equazioni alle quali si soddisfa ponendo ^ = i, epperò 

fj3 — ^ ^ 0^ = 9 . 


L’eguaglianza dei valori di 0 e di 0^ mostra che i tre punii singolari, i cui parametri 
sono le radici deW equa^ioìie 0^ = sono cuspidi. In virtù delle forinole di Plùcker la 
quartica T non può avere altre singola^ntà d'ordine oltre queste tre cuspidi, nè altre 
smgolarilà di classe oltre la tangente doppia R: quindi essa non può avere nò punti 
doppi, ne flessi. 

L’equazione locale in P, Q, R della quartica F si ottiene eguagliando a zero il 
discriminante deU’equazione cubica ( 2 ) in 0. La sua equazione tangenziale si ottiene 
invece identificando questa stessa equazione ( 2 ) con quella d’una retta qualunque 

pP + ^Q + rR = o, 

cioè ponendo 

p : q :r = : — e 6 : 6^ — e , 

ed eliminando O. Si trova cosi 

+ -^7’ +P?'' = 0 . 


L’equazione tangenziale della conica è 

4/3? — r" = o. 


§ 4- 

Proprietà della quartica F. 


La curva F possiede moltissime proprietà eleganti, ormai ben note, e che d’altronde 
si deducono, per via di dualità, da quelle della curva di terz’ordine dotata di punto 
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doppio. Di queste proprietà ci basterà stabilire quelle pochissime che sono nec 
al presente scopo nostro. 

Fissato un punto nel piano, epperò fissati i rapporti P : Q: R delle sue ( 
nate, l’equazione (2) dà per 6 tre valori, che diremo «, fi, y, parametri delle t 
genti che da quel punto si possono condurre alla quartica. Questi valori soddi 
alle equazioni 

P 

a + ^ + Y = Y’ 

ya + afl =: — 
a [i Y = e. 

L’ultima di queste, indipendente dalle P, Q, P, stabilisce una relazione semplii 
fra i parametri di tre tangenti spiccate da uno stesso punto del piano. Possiar 
rificarla sopra un risultato ottenuto precedentemente : se le tre tangenti spiccate ( 
stesso punto coincidono, cioè se a = [3 y, il parametro comune deve, in virt 
relazione trovata, soddislbre airequazione 6' =: c. Ora questa è Tequazione i 
dianzi per le cuspidi, nelle quali appunto coincidono tre tangenti consecutive. ] 

3 3 3 

metri delle tre cuspidi sono quindi c.^ (dove s è una radice cubie 

plessa deir unità), ed il loro prodotto è uguale ad r, donde si conclude che le t 
genti cuspidali concorrono in un medesimo punto P rzi: 0 — o, che è il polc 
retta R rispetto alla conica (!['. 

Da un punto (a) appartenente alla quartica non si possono condurre a 
che due tangenti distinte, una delle quali è la retta 5,^ tangente in (a), che coi 
me due. Si rappresenta analiticamente questo caso ponendo a [3, talché la ta 
distinta 5 ,^ è data dalFeq nazione 

a=Y 

Sostituendo nelle due prime equazioni (3) i valori 



si trova, per le coordinate P, O, R del punto (a), 

P : Q: R ~ e(2 vS' e) : cc (cyJ 2 e) : — e a/ , 

valori che coincidono con quelli del § 3, fitto 0 = a. 

Se nell’equazione precedente a/y = ^ si suppone dato y, i due valori che 
sultano per <7. individuano le tangenti alla quartica nei due punti d’intersezione di 
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curva colla tangente in y. Quindi i parametri cc, di due punti d^intersezione della 
quartica con una sua tangente sono legati dalla relazione 

a -f- ^ O, 

e i punti stessi formano quindi un^involuzione quadratica, i cui punti doppi sono I 
ed Chiameremo associati tali punti, ed associate le tangenti in essi. 

Due tangenti associate s^ in contrano sempre sulla conica Abbiamo veduto infatti 
che il parametro p del secondo punto d’intersezione Ofe della tangente colla conica 
( 3 | (il quale è un punto qualunque della conica stessa) è legato a 6 dalla relazione 
p 6 ^ = — e ; se dunque è dato p, si hanno per 9 due valori eguali e contrari, i quali 
corrispondono a due tangenti associate intersecantisi nel punto (p) della conica. Se ne 
conclude che delle tre tangenti alla quartica F, concorrenti in un punto della conica 
due sono sempre associate fra loro : il parametro della terza tangente è il para- 
metro del punto della conica. 

A tre tangenti S^, 5^, concorrenti in un punto qualunque del piano sono as- 
sociate tre altre tangenti, i cui parametri vJ, p', y' sono legati dalla relazione 

a'p'y' e o. 

Tali sono per esempio (§ 3 ) le tre tangenti comuni alla quartica ed alla conica Of, le 
quali sono associate alle tangenti cuspidali. Chiameremo triangolo tangenziale il sistema 
di tre tangenti della quartica, vincolate da una relazione della forma precedente fra i 
parametri, e diremo associati fra loro un punto qualunque del piano ed il triangolo 
tangenziale formato dalle tangenti associate a quelle che concorrono in quel punto, e 
che non sono altro che le congiungenti di questo coi vertici. 

Consideriamo due coppie di tangenti associate, i cui parametri siano a e — a, 
P e — p. Per ciascuno dei quattro punti di mutua intersezione fra quelle dell’ una 
coppia e quelle dell’altra, punti che designeremo per un momento con 

(«> P) , — p) . («> — p) j (— p) > 

passa una terza tangente della quartica. Ora, ponendo 

e 

si scorge che nei due primi punti la terza tangente è comune ed ha il parametro y, 
negli ultimi due è pure comune ed ha il parametro — y. Dunque ogni soluzione del- 
l’equazione oc'' y^ = definisce una sestupla di tangenti, associate a due a due, di 
parametri 

a, — a; p, — P; y, — y. 
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le quali costituiscono i sei lati d’un quadrangolo, che diremo quadrangolo tang 
e clae rappresenteremo col simbolo In questo quadrangolo le tre ret 

concorrono in ciascun vertice sono le tangenti condotte alla quartica da quel ^ 
mentre ogni terna di rette non concorrenti in uno stesso vertice forma un tri 
tangenziale, il cui punto associato è il vertice escluso. 

Il triangolo diagonale d’un quadrangolo tangenziale ha i vertici nei punti ( 
corso delle coppie di lati associati, epperò e inscritto nella conica di nove puntL I 
scun vertice di questo triangolo, cioè per ciascuna intersezione di lati opposti d 
drangolo, passa una terza tangente della quartica, il cui parametro è quello del 
diagonale stesso (considerato come punto della conica (j|[). Detti \ p., v i par 
delle tre nuove tangenti, o dei tre punti diagonali, si ha quindi 

. e e e 

''--Y’ 

epperò 

X p. V = — c; 

ne risulta che queste tre nuove tangenti formano un triangolo langens^iale^ che c 
associato al quadrangolo ; diremo pure associalo al quadrufigolo quel pjinlo che c 
ciato airanzidetto triangolo. Come ad ogni quadrangolo tangenziale è associa 
punto, cosi ad ogni punto è associato un quadrangolo tangenziale: infatti ogi 
del triangolo tangenziale associato ad un punto dato sega la conica in due 
dei quali uno solo ha lo stesso parametro di quel lato ed è intersezione di du 
genti associate, che sono lati opposti d’uno stesso quadrangolo tangenziale. 

S 5- 

Dei fasci di coniche generatori del gruppo K, (!^, F. 

La corrispondenza dei punti della retta R e della conica Qj/, e conseguentem< 
quartica F, è stata ottenuta in origine considerando il fascio delle coniche circoscr 
un certo quadrangolo (§ i). Ma il numero dei quadrangoli, basi di tali fasci, è ir 

Sia infatti 

aP^~+bQ^ + cR^+ 2 a'QR + 2 yRP+ 2c'PQ= o 

Tequazione d’una conica qualunque del piano. Affinchè questa appartenga ad un 
dotato della proprietà in discorso, bisogna che i due punti 

jRq . . . di coordinate ^ : 6 : o 

(?[e . . . » .... 6^ : I : _ e 
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siano poli armonici rispetto ad essa, qualunque sia 9. Ciò esige che si abbia identica- 
mente 


epperò 


(03 + e)c' + -- aO + 6(è ^ eh') = o, 

c' = Oj a' = ae, b = eh' , 


Sostituendo alle tre costanti arbitrarie residue b'^ c tre altre costanti, parimenti ar- 
bitrarie, che designeremo con ep^, — er^ per una ragione che si vedrà più innanzi, 
l’equazione generale d’una qualunque delle coniche appartenenti ad uno dei fasci con- 
siderati è quindi 


G = ep^{eQ' -f 2 Pi?) + + ^^QR) — er^R^ = o. 

La totalità di queste coniche forma dunque una rete. Il jacobiano di questa, eguagliato 
a zero, è 

R(PQ-R^) = o, 

e rappresenta il luogo formato della retta R e della conica : tale è quindi il luogo 
dei punti le cui polari, rispetto ad ogni conica della rete, concorrono in un punto 
(del jacobiano stesso), appunto come esige la questione che ci occupa. 

I parametri a, (3, y delle tre tangenti condotte alla quartica da un punto (P, R) 
della conica G soddisfanno, come sempre, alle relazioni ( 3 ). Ora da queste si trae 




_P^ + 2eQR 
R^ 




e" Q^^2ePR 


dunque tutte le terne di tangenti condotte alla quartica T dai punti di una conica G sod- 
disfanno alle due rela:(ioni 

(4) i’. (P'f + f + + ?.(*' + fi' + T') — ^« = o> cc<^j = e. 

Dalla forma di queste equazioni risulta che, se cc, (3, y sono tre valori ad esse soddi- 
sfacenti, la conica G è circoscritta al quadrangolo tangenziale (a^[3)^y^), poiché ne 
contiene i quattro vertici 

P. t). — t)> (— P, — t), — P*, — t); 

quindi ciascuna delle coniche G è circoscritta ad un’infinità (semplice) di quadrangoli 
tangenziali. Reciprocamente, ogni quadrangolo tangenziale è inscritto in un’infinità (sem- 
plice) di coniche G, ossia è base d’un fascio di coniche. Infatti, assegnati tre valori 
ad a^, y% la prima delle equazioni ( 4 ) stabilisce una relazione lineare fra i para- 
metri della rete, ed isola in questa rete un fascio ordinario di coniche. Invece di asse- 
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gnare i valori delle si possono anche fissare due coniche della rete: i punti 

comuni ad esse sono vertici d’un quadrangolo tangenziale. 

Di qui emerge che ogni quadrangolo tangefi:(iale è base un fascio di coniche^ ri- 
spetto al quale le linee i?, F si corrispoìidono punto a punto (nel modo che s’è ve- 
duto). 

Se, dopo aver sostituito nella prima equazione (4) il valore di (iy dedotto dalla 
seconda, si scrive il risultato nella forma 

«■+«,)=<>, 

si vede che, determinando le costanti p^, r^ colle equazioni 

(4') — = o, = 

la conica G deve decomporsi nel sistema di due rette, di cui una sarà la tangente 
della quartica; e poiché a non entra che al quadrato nelle precedenti equazioni, Faltra 
retta sarà la tangente associata Dunque la rete delle coniche G comprende, come 
coniche particolari, le infinite coppie di tangenti associate della quartica. lid infatti dalle 
due equazioni (4') si trae 

(4") Pr- qr- — e 

talché l’equazione della coppia di rette è 

(pé- — e’) A’= - a' (?’ + 2(; QR) + e + 2 PR) = 0 , 

ossia 

— eQY — (^eK — cT Py = o, 

o finalmente 

|(a 3 — ^)i? + — eocQ\\{oi^ A> — a=P - ^ a ()} = — o. 

Non esistono altre coppie di rette nella rete delle coniche G. Infatti eguagliando 
a zero il discriminante di questa, si ha 

(4"') e Pi + ql + p, q^ r, = O , 

relazione identica a quella che si otterrebbe eliminando a fra le due equazioni (4'). 

Se \ [X, V sono i parametri del triangolo tangenziale associato ai quadrangolo 
(a^P^y"), si ha 
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epperò le due relazioni (4) diventano 

(5) PA‘^ + F- + ^) + + = 0, l[xv = _e. 


Ma chiamando P^, le coordinate del punto associato al quadrangolo, si ha 

X-j-p,-fv = A , + + — 

quindi le coordinate di questo punto soddisfanno alla relazione 


(0 


AA + 9, G. + ^-K> = 0. 


Di qui si conclude che i punti associati agli infiniti quadrangoli tangenT^iali inscritti in 
una medesima conica G sono in linea retta. Le costanti , che abbiamo fatto 

fin qui servire ad individuare la conica G nella rete cui questa appartiene, non sono 
dunque altro che le coordinate della retta in cui giacciono i punti associati a tutti i 
quadrangoli tangenziali inscritti in quella conica. DaU’equazione (4'") risulta poi che 
le rette analoghe alla (6), e corrispondenti alle coniche G degeneranti in paja di rette, 
sono le tangenti della quartica, e propriamente quelle che passano pei punti di contatto 
delle tangenti associate costituenti ciascun pajo, come si scorge anche dalle equazioni 
(4") scritte nel modo seguente 


P: ‘ ^ 


/ ^ v. / ^ ^ V 

\ ‘ \0L^ J \ (x.^ J 


Dalla proprietà della retta (6) risulta che otto punti, vertici di due quadrangoli tan- 
genT^iali arbitrari, stanno sempre sopra una conica: infatti le coordinate p^, q^, r^ della 
retta che ne congiunge i punti associati, individuano una conica G, che passa per quegli 
otto punti (e per i vertici d'infiniti altri quadrangoli tangenziali). Siccome poi i tre 
vertici d'un triangolo tangenziale arbitrario formano, col punto associato a questo trian- 
golo, i vertici d'un quadrangolo tangenziale, cosi il precedente teorema si può anche 
enunciare dicendo che sei punti, vertici di due triangoli tangenT^iali arbitrari, stanno 
sempre sopra una conica, che passa anche pei due punti associati a questi triangoli (e che 
è circoscritta ad un'infinità d'altri triangoli tangenziali, i cui punti associati stanno sulla 
conica stessa). 


§ 6. 

Dei triangoli diagonali relativi ai quadrangoli tangenziali. 


Sia 


pP+qQ + rR = o 
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l’equazione d’uno dei lati del triangolo diagonale relativo al quadrangolo tangenziale 
I parametri \ p-, v dei lati del triangolo tangenziale assodato a questo qua- 
drangolo sono, al tempo stesso, i parametri dei punti della conica (!*, vertici del trian- 
golo diagonale; quindi, supponendo che la precedente equazione appartenga al lato 
opposto al vertice (>.), si ha 


p:q:r = I : p.v : p. -f v. 

Eliminando 1 , p., v fra queste due equazioni e le ( 5 ), si ottiene l’equazione tangenziale 
dell’inviluppo di quel lato ; anzi, stante la sinmietria dei tre parametri, l’equazione del 
comune inviluppo dei tre lati del triangolo diagonale. Quest’equazione è 

H — p, (ep^ — qr) -f p. ‘f — P> ) — >\P '/ -- ; 

dunque i triangoli diagonali di lutti i quadrangoli taìigcn:{iali iiiscritti in mia nmìcsiìna 
conica G sono al tempo stesso inscritti nella conica (£ e circiK^critti ad ufdaltra conica IL 
Queste nuove coniche //, corrispondenti ciascuna a ciascuna alle coniche G, for- 
mano una seconda rete (in senso tangenziale), il cui jacobiano, eguagliato a zero, è 

‘•i’’ + 

e rappresenta il complesso delle tangenti alla quartica V. Ke risulta che ciascuna di 
queste tangenti e polare armonica d’una ccrt’altra tangente rispetto a tutte le coniche 
H. Le tangenti così conjugate a due a due sono quelle che abbiamo dette associale, 
come si può verificare agevolmente. 

Le coniche H sono tutte tangenti alla retta R : quindi due qualunque di esse, 
astrazion fatta da questa tangente fissa, hanno a comune un solo triangolo circoscritto, 
che è il triangolo diagonale del quadrangolo tangenziale i cui vertici sono i punti co- 
muni alle due corrispondenti coniche G. 

Si può anche osservare che le coniche // sono le prime polari delle rette q^, 
del piano rispetto alla quartica 

+ —r — SPir = 0 , 

la cui hessiana 

<^P' + — 0 


è la nostra quartica F. 
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§ 7- 

Il teorema generale dei contatti. 

L’equazione 

(P+ 2 + 2pi?)i? + - P0 = 0 

rappresenta una conica if, che passa pei punti /, V e che tocca la conica Of nel punto 
(p). Le sei tangenti comuni a questa conica K ed alla quartica T si ottengono scri- 
vendo la nota condizione perchè la retta 

(93 ^ e)M + — e^Q = o, 


che è la tangente alla quartica nel punto qualunque (6), sia tangente anche alla conica 
K. L^equazione di sesto grado in 0 che cosi si ottiene può essere posta sotto la forma 

+ e) + p^6" + e6]^ _ 4eF0X0 - p)' = 0 , 


donde si scorge che le sei tangenti comuni si scindono in due terne, individuate dalla 
doppia equazione di terzo grado 


(7) 


^^(03 + 5 ) + + ^30 + 2^0(0 --- p)l/e = 0 , 


nella quale il segno di j/e è arbitrario. 

Chiamando a, (3, y le radici di quest’equazione in 0, si ha 


^ + P + T = 


^ 2k]/ e 


Pt + = 


e — 2lzf]/c 

F 


a P y = — e. 

Da quest’ ultima equazione risulta che ciascuna delle due terne di tangenti comuni alla 
conica K ed alla quartica T costituisce un triangolo tangenziale. 

L’equazione (7) può essere scritta anche cosi : 

e ()fe0 + + (p0 — k]/7y = 0, 

epperò, posto i = ± I/— - i? si può ad essa sostituire la seguente: 

^(9|/9 — iVo^ -[- ip0 4“ — o. 

Da quest’equazione di terzo grado rispetto a l/0, le cui radici sono j/^, “/y, si 
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trae ; 

|/a -f- /[i -j- V'{ = ^ ) 

VP Y + t^Y P = ir = 


l/a(ÌY 




forinole che s’accordano perfettamente con quelle trovate dianzi per a, 'i, y, e dalle 
quali si deduce 


( 8 ) 



1^7. jAò -f* 



Queste due ultime equazioni, alle quali si deve naturalniente associare la relazione 


ossia 

7[>V - - (1, 

insegnano che ad ogni terna di valori delle a, v corris[)oiidono quattro valori di- 
stinti per k e quattro valori distinti per o, in guisa però che ciascuno dei valori di k 
si associa con uno di p e viceversa. 

Da tutto ciò emerge che conica pussioilc pei punii I , J' e taiipcule alla conica 
di nove punti è insc riita in due dislinli Irianpoli lanoen:^iali ; e, recij)rocamente, che oinii 
conica passanU pei punii 7 , P ed iìiscritla in un Iriaìn^ylo lun^ien^iale è pure inscrilla in 
un secondo Irianooìo lanoen^iale ed è Uiìnienle alla conica di nove punii. Nel primo caso 
son date le due quantità k e p, e Tequazione (7) fa conoscere i parametri dei due 
triangoli tangenziali in cui è inscritta la data conica Ah Nel secondo caso son dati i 
parametri a, p, y dei tre lati d’un triangolo tangenziale, e le equazioni (8) fanno co- 
noscere le costanti A’ e p delle quattro coniche K in esso inscritte ; i parauìetri dei 
lati del secondo triangolo circoscritto si ottengono poscia sostituendo nelheq nazione 

(7) i valori trovati per k e per p, e dando a e il segno opposto a quello che cor- 
risponde alle radici 7, (i, y. 

Tale è il generalissimo teorema dei contatti, che riassume e completa quelli di 
Feuerbach e di Steiner. Da esso si scorge che la proprietà di contatto dei cjiiatlro 
cerchi di Feuerbach e delle sedici cojiiche di Steiner appartiene ad una doppia infinità 
di quaterne di coniche K. 
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Generalizzazione del teorema di Steiner sul cerchio circoscritto. 

Nel § precedente abbiamo considerato le coniche passanti pei punti I, 1' ed in- 
scritte nei triangoli tangenziali ; ora ci occuperemo di quelle passanti per gli stessi due 
punti e circoscritte ai medesimi triangoli. 

A tal fine scriviamo le equazioni di due tangenti della quartica : 

Se = (e^ — e)i? + 9"P — «6 (2 = o, 

S„ = (a’ — e) R x'‘P — ea.Q — O. 

Le due rette, che vanno dal loro punto d’intersezione ai due punti I, hanno le 
equazioni 


U = 


oc Sa 


6 — a 


0, 




Cc‘Sa-6^S„ 


d 


= 0 , 


donde 


Ua 


V= 6S„. 


Da quest’ultima identità risulta che la retta conjugata armonica colla S„ rispetto alle 
U, V è rappresentata dall’equazione 

Da+ r = o, 

ossia, eft'ettuando il calcolo, dalla 

2a’9-f + + = 

Vi sono dunque tre rette, analoghe a questa, che passano per un punto dato (P, Q, P), 
quando è fissato il valore di 9 ; ed i parametri a, p, y delle tangenti che, insieme colla 
tangente fissa Sg, generano queste tre rette, soddisfanno alle relazioni 


« + P + T = - 

fjy _|_ ya -.f- ap = e 


P+ 29P 
R 

e<2 + 2P 


9P 


cci^y — — e. 


l’ultima delle quali insegna che le tre tangenti S^, S^, formano un triangolo tan- 
genziale. Conseguentemente le tre tangenti associate S_„, S_pj, S_.|. concorrono in un 


BELTRAMI, tOmO III. 


3 




le quali manifestano che i due punti (P, Qy P), (P y (J^ y P ) ‘.ont» ira haro pcrnui- 
tabili, qualunque sia il valore di 0. 

Eliminando 0 fra queste due cqua/.ioni, si ottiene 

(io) (pp., + p p .) + K e ) d p‘* i <: , 

equazione del luogo del punto conainc .die tre rette uui;ui;a:c ama 'oiw he delle tan- 
genti fisse S,y .V, rispettt» a quelle che aigiuugojio i vìne punti / ed /' mi punti 
nei quali queste tre tangenti sono rispeniv.unente ine»uitra:e dall i :an yute \aria!ulc 5,^ . 
Questo luogo è una conica )).issan:e pei tre vertid d.el triangi^ln t.iugeo/.i.dc ('/uy), 
giacche quando 0 preiule i ire valori - 7 , - Y-» - V’ l-^ :a:ige:i'e 5., _r.s.i pei \ernci 
rispettivamente oj)p()sti ai lati S y .S., cU* il juimo di eiaiCH::.») delle tic coiiiu'tate 
cade SLiccessivaniciue in questi vertici Me:.si. Ma requa/.ione fioj e suvidi.fatta aiklic 
per P— p r:r: O^ O n . P () ; duiiqUC t'.Ml / .//U / C a/ .i-.à./ à s'.; ò/à 7 ;/r ìutlivi- 

dncilii dui due puìiti 1^ P e dui tre Vii'lici dei iiiU/^ePu iuneruriiLe . t :,//u tiì I uuio 

Q.. iO. ^ 

Invertendo i termini del teorema cui sianu» cosi ì)ci\enutij In pii /caiuu enunciare 
cosi: se da oo^ni piiìilo deìtu co/ucu ehe pussii I ei iUìiti /, P r • ei Ire re? tiii J*iu: friuii- 
gelo luìigcìirjuìc si coiiducouo le re! te eonj ligule uì i/iruiehe au ù//; J: .uie.U^- /ou/uy/cu ri- 
spello ai due piiuti 1^ i ire punti in eui Luiseunr di ijue:4i Liti e oa tv/// u.'e i/jJj reità 
conjuguUt sono in linea reità ^ e P inviluppo di ly/zc-s/i/ retiti è la ijUiiriieu ì\ 

E c|uesta la generalizzazione del celebre teorema di S'n-axhu rel.itivo al caso in 
cui 7 , 1 siano i due })unti circolari airinliniro, teorema die susaisie dunque per tuia 
do/-pia infinità di coiiiclie. 

La conica circoscritta (io) e suscettibile d\ina generazicaic iriidio semplice. Inlatti 
le due equazioni lineari (9), donde la sua equazione venne dedotta coircliminazione 
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di 6, sono quelle che determinano il punto di contatto della retta 
(II) (P+ 29i? + 0= + (?„ + 29 ì?, + 6' 0„)i? = 0 

col suo inviluppo. Ora se si pone 

r = P + 26i? + 0"O, 

Tequazione T — 0 rappresenta la tangente alla conica ^ nel punto ( 9 ) ; l’equazione 

TR^-RT^=.o 

rappresenta la retta condotta dal punto (P^, PJ airintersezione di questa tangente 
colla retta R; e finalmente Tequazione 

rp, + pr, = o, 

che non è altro che la (ii), rappresenta la retta conjugata armonica della precedente 
rispetto alle rette P e T. Inoltre le stesse equazioni (9) si possono porre sotto la 
forma 

p + ep _ e(2 + P _ P 
+ ~'^Qo-hRo~ Ro’ 

e Tequazione fra i due primi rapporti è al tempo stesso l’equazione della retta pas- 
sante pel punto fisso (P^, P^) e pel punto variabile (P, P) della conica cir- 

coscritta, equazione che è soddisfatta da 

p_|_6P^o, P + 6Qz=zo, 

cioè dalle coordinate 

P : 2 : P = 6^ : I : — 0 

del punto (6) della conica (ìj,. Dunque ogni conica passante pei punti /, /' e circoscritta 
ad un triangolo tangen:(iale e omologica colla conica di nove punti; il centro d’omologia 
è il punto associato al triangolo, l’asse d’omologia è la retta P. Ogni punto della co- 
nica circoscritta si ottiene congiungendo il rispettivo centro d’omologia con un punto 
della conica OJ, prolungando questa retta fino all’incontro con P, quindi prendendo 
il conjugato armonico del centro d’omologia rispetto al punto di ed a quello di P, 
Ne risulta, in particolare, che il centro d^o?nologia e i poli della retta P rispetto alle 
due coniche sono in linea retta. 

Omettiamo, per brevità, l’enunciato dei numerosi corollari che si possono dedurre 
dai teoremi precedenti. 
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5 9- 

Cenno sommario di ulteriori ricerche. 


La figura cui si riferiscono le considerazioni svcdte nei precedenti c fecondis- 
sima di proprietà eleganti, e porge occasione ad un gran numero di prolilemi, interes- 
santi tanto per se stessi, quanto per gli artifizi analitici ^he la loro sc'luzionc esige. Io 
non mi dilungherò più oltre ad esporre tutti i risultati che ho trovati nello studiare 
quest’argomento, ma ne accennerò senza diino>trazione alcuni, scelti tra i più utili alla 
deduzione di teoremi od alla risoluzione di prtdderni. 

Se a, [i, Y sono i parametri di tre tangenti 5^, 5., concorreiiii in uno stesso 
punto, vsi ha sempre Tidentità 

Yz(y __ 7 .) 5, + Z ^ ^ - » V <*■ 


Se invece a, 'i, y, sono i parametri di qi.a’tru tanp’ciin ipi.iluiuji.e, '.i !ia .sempre 
l’altra identità 


(r -- 


-t~ 


( y n 7 ) ,S' , 




(y. — — 7 )(y -- <>) ' (> 7)0 -- djO • ^ 7 ) 


ha luogo la relazione 




7)(t) 



sono in 

linea 

rc::a se 

fra 

; v)0-, 

1 t 

■ i- ':■) ■ 

/ 


< 1 . 

!oi() parauiciri 


Ne consegue che il luogo dei punti Uel piano, nei quali concorrono icnic di tau tenti 
i cui punti di contatto sono in linea rena, è la con’na 

la quale passa pei punti 7, V e per le tre cuspidi della ^i;r\a l', ed e dotata di moke 
altre notabili proprietà. 

Se a, jj, Y, a', y' i parametri di sei tangenti della quartini, delle quali 

non più di due skntersechino in uno stesso punto, requazionc 

7 . - r 

* ‘ i ■ ‘ * 

esprime la condizione perchè esista una conica cingente a queste sei rette, cd in pari 
tempo perchè esista una conica circoscritta a due triangoli formati dni quelle sei rette 
[per esempio ad ^ (o^'l^'y')]. Ne risulta che a due triangoli tangenziali si 
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può sempre inscrivere 0 circoscrivere una stessa conica^ ed anche che tutte le coniche 
inscritte in uno stesso triangolo tangenziale hanno in comune colla quartica tre altre 
tangenti formanti un secondo triangolo tangenziale (del che abbiamo veduto un esem- 
pio nel § 7). 

Una questione che non è scevra da difhcoltà analitiche è la seguente : data una 
conica qualunque nel piano della quartica , determinare (quando esistano) i triangoli in- 
scritti nella conica e circoscritti alla quartica. Ecco la soluzione generale di questa que- 
stione. Sia 

+ + 2 a'QR + 2b'RP+2c'PQ = o 
Teq nazione della data conica, e 

0 ^ — u^^ — w = 0 

l’equazione di terzo grado in 6 le cui radici sono i parametri dei tre lati d’un trian- 
golo inscritto ; si ponga inoltre 

\ — ab c 2a^ b' P — aa'^ — bV — cc'^ ^ 

\i = a^-\-2a(2h' c' — aa')e-{-(ab c — (> ah P d e" 2b {2 a' P — b b') e^ -f* . 

Ciò premesso, si ottiene, per determinare l’equazione quadratica *) 

(12) li (w — èf j\.ùie^w o, 

mentre gli altri due coefficienti v sono esprimibili razionalmente in funzione di w. 
Di qui emerge che, in generale, il problema ammette due soluzioni. In certe condi- 
zioni particolari, di cui per brevità ometto Tindicazione, accade però ch’esso ne abbia 
quattro o che non ne abbia alcuna ; e vi è poi una rete di coniche per le quali le 
soluzioni sono in numero infinito, ed è la rete delle coniche G, considerate nel § 5. 
La conica di nove punti, ((jj, appartiene al caso generale : non vi sono, cioè, che due 
triangoli circoscritti alla quartica ed inscritti in essa, e son quelli i cui lati hanno per 
parametri le radici delhequazione 

03 = o, 

dove e è una radice cubica complessa delFunità. Quando ha luogo fra i coefficienti 
della conica la relazione lì — ^e% Tequazione (12) ha due radici eguali a — e, e la 


*) L’A. nello scrìvere Tequazione (12) sembra essere incorso in una svista ; inesatta è pure la 
numerazione delle soluzioni, le quali, come può verificarsi per altra via, sono o due o infinite, secondo 
i casi. [N. d. R.]. 



22 


[46 


INTORNO AD ALCUNI TEOREMI DI FEUERBACH E DI STEINER, ETC. 


conica è circoscritta ad un solo triangolo necessariamente tangenziale. Se vi fosse un 
secondo triangolo inscritto, il quale non porrehKessere che tangenziale del pari, ve ne 
sarebbero infiniti altri, e la conica apparterrebbe alla rete G. 

Ancora un^osservazione. Nella ricerca >) dei lasci di coniche rispetto ai quali 
la retta R e la conica sono in corrispondenza quadratica (* ■ i ), abbiamo supposto 
che la legge di questa corrispondenza fosse tale da lasciare inalterata la quartica T, 
A qual condizione più generale resterebbero vincidati i detti lasci di coniche, ove si 
rimovesse quest’ultinia restrizione? A ciC» risponde il ictu'enia seituente : s'iìiscriva uditi 
conica (ì^ un triangolo qualunque, e si prenduì:. i quattro poli delia reilii R rispetto alle 
quattro coniche inscritte in questo triaut^olo e passanti per 1,1': questi quattro poli sono 
i punti-base ddun fascio di coniche, rispetto t// quale ^ è iOtiiea di ne^oe punti per la tra- 
sversale R, 
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FORMULES FONDAMENTALES DE CINÉMATIQUE DANS LES ESPACES 

DE COURBURE CONSTANTE. 


[Extrait d’un Mé moire lu à TAcadémie Royale des Lincei, à Rome *)]. 


JBìilleti'n (les ficiences matìiéniatiques et astronomiques, t. XI (1876), pp. 233-240. 


Je prendrai rexpression du carré de Télément linéaire ds sous la forme connue 

^ ^ ds^ _ d -j- d X j -|— d • • • -j- d 

il) , 

où Xj , , . . . , x^^ sont les coordonnées linéaires d"un poìnt quelconque du 

espace (c'est-à-dire telles que chaque droite est représentée par n — i équations du 
premier degré), R est le rayon pseudosphérique Constant, et x est une variable sur- 
numéraire définie par réqiiation 

(2) + < + ••• = 

où a est une constante finie. 


*) Nei Transunti della R. Accademia dei Lincei deiranno 1875-76, a pag. 105 (seduta 7 Maggio 
1876) si trova riportato quanto segue: 

c( Il socio Beltrami legge il riassunto di una memoria intorno alla Dinamica degli spa^i di cur- 
vatura costante, memoria nella quale, dopo aver stabilito le più generali formole per la cinematica dei 
sistemi rigidi in tali spazi, l’Autore scende alla trattazione di alcuni dei più importanti problemi dina- 
mici, quali sono la determinazione delle varie leggi potenziali, l’attrazione delle sfere, il moto dei pia- 
neti, il moto d’una sfera solida in un fluido incompressibile». 

Di questa memoria rimane traccia soltanto in un manoscritto lasciato dall A., manoscritto intorno 
alla cui pubblicazione la Redazione si riserva di deliberare. [N. d. R.]. 
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Je considòre maintenant lui systcme continu de points; je désigne par 
les variations infiniment petites des coordonnces x^ , x^ , . . . , x^, d\ia de ces points 
par suite d^un déplacement òlémentaire quelconque, par la variation qui s’ensuit 
pour x, et je vais chercher une expression de forme convenable pour la variation Ììds 
que re(;oit la distance de deux points contigus du systcme. 

De réquation (i), écrite de cette manière 

K X X ‘ Z- X X 


on tire 


ce qui, par suite de ridentité 


X 


.V x‘ 


peut ètre aussi ècrit sous la forme 


d s ò d s 


d X N d X 
— 0 
X X 


Mais on a aussi 


savoir, (2), 
donc 

d'où 

(3) 


d X V d X 

A ; 

X X 


^ X \ X X / A X X 

I'':' 




felle est la torme qu’il convient de donner ;\ fexpres.sion de ^ds. 

Cette formule pourrait servir, à cause de sa généralité, A la recherche des équa- 
tions londameiitales de la (^inématique des systènies de torme variable. Mais, me bor- 
nant, pour le prósent, à la considératioii des systènies rigides, je poserai f)ds = o, 
ce qui donne, comme condition nécessaire et sufEsante de chaque déplacement non 
accompagné de déformation, 

(4) 


^ d X, d S -Xr ^ — q . 
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Il s’agit maintenant de tirar de certe équation les valeurs les plus générales des varia- 
tions Sxj, , 8 x„, en fonction des coordonnées x^, x^, . . . , 

Posant d’abord 


Z. 



P ^ ) Xy • • • ) > 


on voit que les n fonctions inconnues Z,, Z,, ... Z„ doivent satisfaire, en vertu de 
l’équation (4), à l’identité 


ce qui exige que l’on ait 

(5) 



( (r= I, 2, ... «), 
= 1, 2, . . . »), 


pour toutes les valeurs, égales ou inégales, des indices r et i. De certe équation on 
tire, quel que soit le troisième indice t, 




= 0, 


savoir, à cause de la mcme équation (5) appliquée successivement aux indices r, et 5, 


ou enfili 


d 

dx^ 



=: O, 


Puisque 5, / sont ici trois indices quelconques, égaux ou inégaux, de la sèrie 
I, 2, . . . , W3 on voit, par cette derniére formule, que les ?i fonctions 
ont toutes leurs secondes dérivées nulles. Elles sont donc nècessairement de la forme 
linéaire 

les quantités aussi bien que les étant constantes par rapport aux coordonnées 
(et fonctions, en général, du temps) ; mais, puisque les fonctions X doivent encore 
satisfaire aux conditions primitives (5), les quantités ne sont pas absolument arbi- 
traires ; on doit avoir 

(6) + Csr=0 

pour toutes les valeurs, égales ou inégales, des indices r et 5. 

Ces conditions étant supposées satisfaites, on a donc 
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d’où Fon tire 


àx,. 





(r = I, 2, . . . , n). 


Multipliant par .v^ et sommant par rapport à r, eu égard aux équations ( 2 ) et 

(6) , on trouve 

*.v = - ■ I--...., 

valeiir qui, étant subsrìtuée dans la formule prcccueutc, donne entin 

(7) ^ = '■, + 21 “ V ^ ’ 

pour f ™ I, 2, n. On doit compléter ccs ;/ cxp»ressi(>ns }>ar celle de Sa*, 

( 8 ) 


y.-.v, . 


Les n équations (7) sont Ics lonnulcs dir.éreatiellcs ii>ndaincnialcs (analo^nics à 

celles d’Euia-R) de la Cinéinatique dcs corps .soiides ciaiis un ;/-espacc de coiirhurc 

-y i) . , ... , , . 

constante. Les ^ quancitcs arl>itraircs ci ty , qu on don consuiercr, 

ralement parlant, comme des foiKtions ariiitruii'es du ;enìpN /, inuliipliées par ^ I (dii- 
rée infinimeiit petite du dé[ìlacenicnt élénientaii-e), :.ont les anrdiu^pies des six coinpo- 
santes de la rranslation et de la rotation d;:us la ihéorie urdinan’c. 

De réquatioM coinpléiìieiitaire (8j, qui est une suite nécessaire i!e . {orniules (7), 
on peut tirer une conséqueiue trés importante. 11 en résnhe, en elFet, qiie, |)oiir tous 
les poiiifs du (il — i)e.space limite .v o fsupposés leliés au sv.siémc solidej, on a 
ìix — o; c’est-à-dire que ces points iie quittent pas cel (// i)-csj>.ice, 011, ce cjui est 
la méme chose, que cct cs[)ace se déplace sur luim'.éine, en restant invarianle par rap- 
porr au //-espacc que Fon coiisidère. (lette proj)riété, cpii n’est ici qiFiui ^.ortìllaire de 
Fiavariabilité qiFon a SLii)posé à Félément linéaire, devient au Lontraire la dédnition de 
la transformation homographiquc spàitiìc, apj)eìée hiouvcììicìiI u’a ;.v.v/a///c iiiriiriaHe, 
lorsque In géométrie des espaces de courbure ct»nstan;e est uinisagée, d^iprcs MM. 
Caylev et Klìun, comiiìc une théorie j)rojective généralc ; la ». oiKepiioii projcctive de 
la dislance est la elei de cette identité admirable autanr que fondamentale. 

Désignant par /q , /q, •••? E*s coordonnées d\in point ou pule, Féquation 
linéaire en , Aq , . . . , Aq , 

(9) '/q Aq /q Aq -j- . . . ~J~ /q^.\q ^ 

représente ce qiFon peut appeler le Qi — i)-plan polaire de ce point par rapport à 
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Tespace limite x = o. Si le point (u) est réel, je veux dire intérieur i x = 0^ le pian 
(5) est idéal, c’est-à-dire extérieur k x—o ; si au contraire, le point (w) est idéal, le pian 
(9) est réel, c'est-à-dire qu’il possède une région simplement connexe, et indéfinie en 
tous sens, intérieure i x =. o. Gomme, du reste, réquation (9) peut représenter un 
i)-plan quelconque, on peut définir aussi les coefEcients u^, du premier 

membre de cette équation comme les coordonnées (tangentielles) d^un (n — i)-plan. 
Or, si Fon considère le lieu limite x = o et le pian quelconque (9) comme inva- 
riablement liés entre eux, le póle (u) du pian devient, lui aussi, invariablement lié 
au lieu X = o ; et puisque ce lieu ne fait que glisser sur lui-méme lorsqu’il fait partie 
d’un système invariable mobile dans le w-espace, il est évident que le póle (u) doit se 
déplacer, lui aussi, avec le système, et par suite que les variations . . . , 

des coordonnées tangentielles d’un (n — i)-plan, qui fait partie d" un système invariable 
mobile dans le n-espace, sont des fonctions de . . . , de méme forme que 

les Sxj, Sx^, . . . , par rapport aux x^^ .... 

Cette conclusion peut étre vérifiée directement, en tirant de réquation (9) 


savoir, (7), 


ou encore 


y -i- y = o, 

y + y y + y 

y — y c,v«i — + y = o. 


La relation que cette formule établit parmi les x^, . . . , ne peut évidem- 
ment différer de celle (9) dont on est parti ; on aura donc 


fi u^. — — y y 




0 , 


d’où 

(7') 


^r+y^ir^i — 


pour r =: I, 2, . . . , 'fi. Ces ii formules sont parfaitement semblables aux formules (7). 

Si, pendant le mouvement élémeii taire du système invariable, il y a quelque 
point (x^, x^, . . . , qui reste immobile, les variations Sx^, Sx^, . . . , ^x^^ de ses 
coordonnées doivent étre toutes nulles à Finstant considéré ; et partant on aura aussi, 
pour ce méme point, x X x = o, c^est-à-dire S x = o, si Fon suppose que ce point ne 
se trouve pas à la limite x = 0. Or ces conditions, x ^ 0, Sx = o donnent, à 
cause de (8), 
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et, par suite, les conditioiis ^ a, = o donnent, à leut tour, 

(io) C;, + = 0, (r = I, 2, 

équations qui entraìnent la precèdente. 

Lorsqu^il existe un systcme de valcurs dcs aq , a*,, satisfaisant à ces ìi 

équations linèaires, il y a un point (rèel ou idéal suivant qu'on a 

qui possedè les caractcres d’un cmlre insìanUiné de rotaiion, et dont le (/^ — i)“plan 
polaire par rapport à x = o est un (;/ — lyplnii iìistunluné de ^li^scmcnt (idéal ou 

réel suivant que le póle est réel ou idéal). Or le dércrminant 

••• 

des équations (io) est, à cause de (6), égal à zèro ou à ime quantité positive, géné- 
ralement differente de zèro, suivant que ic nonibre ;/ est impair ou pair. Doiic : 

Dans un /^espace de courbure constante, il existe toujours, lorsque n est pair, 
soit un centre réel instantané de rotation, soit un (// ~ i)-plan réel instaiitané de 
glissement pour cbaque mouvenient élémentaire (tout à fait général) de systcìiie rigide. 

Dans un ?/-espace de courbure constante, lorsque /; est impair, il n’existe, en gé- 

néral, ni centre de rotation, ni (// — i) pian de glissement pour chaque inouveinent 
élémentaire de systéme rigide; mais, si le nionvenient est tei qu’il y ait un centre 
instantané [ou un (// — i)-])lan instantané j, il y en a une iniìnité, lonnant ime droite 
ou un faisceaiL 

Je invarrete, pour le moment, à ces concliisions de nature absolnment générale, 
dont le développeinent et la discussion me mèneraient d’ailleurs trés lo in. J’ajouterai 
la simple remarque que la Canématique ordinaire nous olire déjà, dans ses théorémes 
fondameutaux, des exemples particuliers des propriétés générales qui jirécédent. Itile 
nous apprend, en ellet, que dans le pian il existe toujours un centre instantané de 
mouvement, tandis que dans bespace à Iroìs dimensions il n’existe pas, en géiiéral, de 
point analogue, ou, s’il en existe un, il y en a une infmité en ligne dioite. Dans cet 
espace il existe toujours, au contraire, une droite instantanée, qtéon appelle axe i entrai 
de mouvenient : or ce fait s’accorde parfaitement avec les théorémes précédents ; car 
hespace euclidien, lorsqu’on y considére la droite cornine élément primitif (point ana- 
lytique) est un //-espace de courbure constante, pour lequel u est pair et égal à 4; 
il doit donc y avoir toujours un élément instantanément invariable, et cet élément, 
qui est dans ce cas une droite, est précisément l’nxe centrai. Dans ce méme ca.s de 
n =r 4 on a, cornine on sait. 
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et, dans Thypothèse particulière 4- ^24 4x'+ ^34^12 = nombre des éléments 
invariables peut devenir infini. Cette condition répond, ainsi qu’on pent s^en assurer, 
à celle de la rotation (ordinaire) simple. 

En adoptant, avec M. Schering, la dénomination d'espaces gaussiens et rieman- 
nuns pour les espaces de courbure constante dont la mesure de courbure est négative 
ou positive (respectivement), 011 vòit que les résultats précédents se rapportent aux 
espaces gaussiens. Il y a une théorie tout à fair semblable pour les espaces riemanniens, 
et il sera facile au lecteur de la constituer d’après celle qui précède. Il n^ a pas de 
différence essentielle quant aux ;-z-espaces pour lesquels n est impair ; naais, lorsque n 
est pair, le centre de rotation et le (n — i)-plan de glissement existent toujours si- 
multanémmt à Tétat réel, quel que soit le mouvement élémentaire. Uexetnple le plus 
simple, tiré de la Cinématique ordinaire, est ofìert par le déplacement d^une figure 
sphérique sur sa propre sphère : il y a toujours alors un centre de rotation et, en 
meme temps, un grand cercle de glissement (dont le centre est le póle). 



XLVIII. 


COXSII FRAZIONI Sdl’KA TX A LW'.C.l- ROTKNZIALK. 


iC. Intanto hotnttardo, r:j. H, v» ni. IX fi j; - 7^»"Vr*‘ 


I. Sia 9(r) la runziouc poicnzialc elementare d"uira/.Ìoiie a distanza, talché 
sia la misura della forza nnitua oj)eraine ira due punti inaicnali di masse m ed 
collocati alla distanza r. lntri>ducendo una nuova funzione 'y (r), mediante la relazione 

(I) *V0) ' 

la funzione potenziale v dhina superiicie sierica di raggio </, supposta uguale ad i la 
densità superiìciale, è es})ressa da 

dove v^, è la funzione potenziale sopra un punto esUrao alla superficie, v. quella sopra 
un punto iìilenio alla superficie stessa, r è in ogni caso la distanza del punto dal centro 
della superficie sferica. 

Dalle espressioni precedenti, di cui è ben noto il processo di deduzione, si passa 
tosto a quelle relative ad una massa sferica, nel cui interno la densità sia variabile 
colla distanza dal centro. Chiamando infatti /j(r) la densità alla distanza r, ponendo 
per comodo 

(i), /c(r) = r/;(0, 
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e continuando a designare con a il raggio della superficie sferica esterna, si trova 

+ 0 — K''— 

k(s)i^(t--Jrs)ds — £ — s)ds ~ — 

[La seconda di queste forinole potrebbe considerarsi come vera in ogni caso, qualora, 
per tutti i valori di 5 superiori ad a, si ritenesse k(s) = o. Un'analoga osservazione 
vale pel caso che la massa costituisca un involucro sferico, cioè presenti una cavità 
interna concentrica]. 

La quantità totale di materia agente è data da 



(3) 


J /'ia 

b(s)ds = 47: 

0 



2. Alle espressioni (2), (2)^^ si può dare una forma più concisa, per mezzo della 
considerazione seguente ; 

Le due funzioni 9 (r), h (r) sono, in quanto al loro effettivo significato fisico, de- 
finite soltanto per valori positivi di r. Volendo dunque proseguirle (come sì suol dire) 
anche nel campo dei valori negalwi di r, è lecito effettuare tale prosecuzione nel modo 
che più piace, giacche nelle forniole (2), (2)^^, come in ogni altra formola desunta 
da considerazioni fisiche, non possono effettivamente entrare che valori positivi di r. 
Ciò posto, conveniamo di riguardare le due funzioni suddette come rami di funzioni 
pari, cioè intendiamole proseguite nel campo negativo colla legge 

( 4 ) T (— r) ? (0. (— 0 = (0- 

Le funzioni ^ (r) e /c(r), ricavate dalle precedenti colle formolo (i) e (i)„, e prose- 
guite in corrispondenza, risultano rispettivamente pari ed impari, cioè si ha per esse 

(4)„ K-O-KO, k{-r) = -k{r). 

Dalla parità della funzione proseguita nel modo che s’è detto, risulta già 

che le due formule 

0) z; = + a) — K'' — «)]> 

ÙX y = kis-)[^0'-XO-Hr-s)]ds 

rappresentano in ogni caso le funzioni potenziali della superficie sferica e della massa 
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sferica sopra un punto interiu> od esterno, jntsio aili distanza r dal centro. Ma se 
osserva inoltre che, mutande» .v in si ha 

“'"■■■ ~ j ^ 

I k{— 5)v (r s)ds, 

dairimparitd della funzione k(ì), prijscguita nel modo che s\* detti», risulta 

-£k{.s)-l(r-:,)J.:. f /.(OK' 

quindi alla funzione potenziale r della mas, a .ierica M può dare la forma sem 
cissima 

C5)„ r "p j 


mentre M può esprimersi ct»u 



5. La nuova forma (5) della funzione pon-iizialc r |n'e za assai tiene al 
colo del poìeii:{ialc ll'Jrlh! M v'/n; .z csk' dcf’e .prz, -ione 

ir I 

Infatti si ha, in primo hiopo, 

irr.- fk(r)dr f i (:) :(, |. ,0‘S.; 

ma siccome, mutando .v in — .s, si h.i pure 

f "k(s)Hr-\-^)^l^ - - J ì:(.)-l(r - .),r 

— I k(>/)'l(s — 

/,•(;•) /‘koK'- -r 

«/ --a 


è chiaro che il prodotto 
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non cambia nè di valore, nè di segno, mutando r in — r; cosicché il valore del po- 
tenziale ÌV può essere scritto, simmetricamente, cosi: 


(0 



k (r) k (5) s)drds. 


Per non cadere in equivoci, bisogna badar bene che Inesattezza delle formole (5), 
(5)^5 (5)^,3 (^) ^ subordinata alle supposizioni (4) fatte al n° 2 sulle funzioni 
cp(r) ed h(r)^ e corrispondentemente sulle t]; (r) e k(r). Quando la legge potenziale 
<p(r), e quella della densità h(r\ sono date a priori per mezzo di funzioni analitiche 
aventi un significato per ogni valore reale di r, queste funzioni non possono essere 
introdotte senz’altro in quelle formole, a meno che non siano parL Quand’esse non 
fossero tali, oppure quando non fossero espresse a priori per funzioni analitiche, con- 
verrebbe prima rappresentarle (mercè appropriati artifizi d’analisi) mediante espressioni 
dotate delle proprietà prescritte. 

In ogni caso, scomponendo opportunamente l’intervallo d’integrazione, e riducen- 
dolo (ciò che si fa con semplici cangiamenti di segno delle variabili), a quello compreso 
fra 0 ed a, è sempre possibile ritornare dalle formole (5), (5)^, (5)^ alle primitive 
(rf i), con che i due casi del punto interno e del punto esterno tornano (in genera- 
le) a separarsi. 


4. Rimettendo ad altra occasione gli ulteriori sviluppi che si potrebbero dare in 
gran copia sulle formole stabilite nei numeri precedenti, passiamo intanto ad accennare 
un’interessante applicazione che si può fare di alcune di esse. 

Supponiamo che la legge potenziale <p(r) abbia la forma 

? (r) 

dove [X è una costante positiva. La funzione è data in questo caso da 

ij; (r) = — 

^ ^ ^ 2 p- 

Queste due funzioni analitiche essendo già per sè stesse pari, non occorre imprendere 
sovr’esse alcuna trasformazione per introdurle nelle formole del 11° 2. 

Supponiamo inoltre costante ed uguale ad i la densità /;, talché k (r) = r. Questa 
funzione è impari, come è stato supposto, epperò non ha bisogno neppur essa d’alcuna 
trasformazione. 

La formola (5)^, è dunque immediatamente applicabile a queste ipotesi, e dà 
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F = 


P- J_„ 2[a r' 


ds 


-^(r-+ar 


ìyjy 


+ 0 






Se in quest'espressione si fa crescere indefinitamente il raggio tenendo 
si ottiene 



donde 


5 



costante r, 


vale a dire V = costarle. Di qui si conclude la proprietà seguente : una niaicria distri- 
buita iinifonncineiile in litllo lo spa:;jo, cd a^ycntc sopra sé slessa colla polenxiale 

è m ctjnilibrio in lutli i suoi punii. 


5. A questa notabile proprietà della nostra legge esponenziale se ne jìossono ag- 
giungere diverse altre. 

Ininiaginiaiiìo una retta materiale indefinita, di densità lineare uguale ad i, cia- 
scun elemento della quale agisca colla legge anzidetta sopra un punto posto alla di- 
stanza r da essa. Indicando con .v la distanza di un punto qualunque della retta dal 
piede della perpendicolare r, è chiaro che la funzione potenziale della retta è espressa da 



' / ■ 
Il .s 


. C 


[ir- 


cioè ch’essa è una funzione la quale, prescindendo dal fattore costante 



ha la 


slessa Jorma di quella che esprime I'a::;^io}ie polcireiaìe elementare ila punto a punto. 

Cosi, iinmaginiaino un piano materiale indefinito, di densità superficiale uguale 
ad I, ciascun elemento del quale agisca colla legge anzidetta sopra un punro posto 
alla distanza r da esso. Indicando con 5 la distanza di un punto qualunque del piano 
dal piede della per])endicolarc r, è chiaro che la l'unzione potenziale del piano è 
espressa da 





. 2 'e:sds 



c 




d s 


-p.r- 


P* 


cioè clfessa è una funzione la quale, prescindendo dal fattor costante , ha ancora 
la stessa Jorma di quella che esprùne Vu'^one poten:(^Lale elementare da punto a punto. 



48] 


CONSIDERAZIONI SOPRA UNA LEGGE POTENZIALE. 


35 


Se si concepisce Finterò spazio come luogo d’un piano infinito, mobile parallela- 
mente a sè stesso, è chiaro che, dalFora trovata funzione potenziale del piano infinito 
di densità superficiale uguale ad i, si passa a quella dello spazio infinito, supposto di 
densità uguale ad i, moltiplicando per dr ed integrando fra — oo e oo . Cosi fa- 
cendo si trova di nuovo il valore costante 



già trovato nel numero precedente considerando una massa sferica di densità uguale 
ad I e di raggio indefinitamente crescente. Di qui si comprende che F equilibrio, il 
quale ha luogo (n^ 4) nello spazio infinito sotto le ammesse condizioni di forza e 
di densità, è indipendente dalFessere tale spazio considerato come il limite d’una sfera 
di raggio indefinitamente crescente, anziché come il limite d’un’altra figura variabile 
qualunque. 


6 , Supponiamo ora che, mantenendosi invariata la legge potenziale testé conside- 
rata, la densità della sfera infinita non sia più costante, ma vari colla legge 


dove c é una costante. Qui non si potrebbe più adoperare la formola abbreviata (5)^ , 
la quale suppone impari la funzione /i:(r): bisognerebbe prima trasformare opportuna- 
mente questa funzione, per es. col metterla sotto la forma 

... 2 c stnru , 
k{r) = ~ -/ dii, 

^ Jo ^ 

per avere k =■ c per r ^ o, e A = — c per r <^o. Ma giova meglio ricorrere alla 
formola (5X, la quale dà 

l’-rj, 

ossia 

fr=— r 

F '■ J-r 

L’integrale 

jyus 

tende molto rapidamente, col crescere di r, verso il valore • Quindi anche F, 


ds 


tende molto rapidamente, col crescere di r, verso il valore 
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col crescere di r, tende molto rapidamente verso il valore 


tende cioè a confondersi colla funzione poteiizuile newtoniana di una mass;i concen- 
trata nel punto ove la densità h è infinita. Possiamo dunque dire che se, mila materia 
agente colla legge esponen:iiaU, avviene una iOmlensa:^wne intorno ad un centro, per guisa 
che la densità diventi dovunque inversamente propor;jonale alla distuìi^a da questo centro, 
Vallone che la materia così condensata esercita sopra un punto dello spa:;io tende molto 
rapidamente, coW allontanarsi di questo punto dal centro di condensaiione, a seguire la legge 
newtoniana. 

Giova notare che, descrivendo intorno al centro di condensazione una superficie 
sferica di raggio a, il rapporto fra la massa della materia condensata e quella della 

•y c 

primitiva materia di densità uguale ad i, entro la superficie suddetta, c uguale a 

talché diventa nullo per co . Dunque un numero iinitt) di coudcnsazioiii simili, 
intorno a diversi centri, non altera la densità i della materia uniforniemcnte distri- 
buita in tutto lo spazio. 


7. Consideriamo una runzione [lotcnziale 


r 



' d S 


di materia distribuiia in modo qualunque entro luio spazio linito S, ed agente colla 
legge esponenziale dei numeri precedenti, (chiamando a, h, c le coordinate dcirelemeiito 
di spazio d S, ed x, v, ^ quelle del punto cui si riferisce la tunziunc ptaciiziale T, 
si ha 

- ^0^ + (v-/0^ + 

h è una funzione qualunque di a, b, c, rappresentante la densità della materia ncirelc- 
mento dS. 

Stante la continuità della funzione t! in ogni s])azio finito, le derivate di 
qualunque ordine della funzione F in un tale spazio si possono calcolare derivando 
sotto il segno integrale. Si ha quindi in particolare 
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Ma, supponendo è, c) indipendente da p., si ha pure 


dunque 


ossia 


dV 

d p. 




,-Hr" 


dS, 


,d r 


A = _ é,. = - 4 


A(p.'F) = — 4|y/ 


talché se si pone 


ìklEl. 

5p. ’ 


4P 


= a^t, 


dove t è un nuovo parametro introdotto in luogo di p-, ed a è una costante assoluta, 
si può scrivere 


|-(Fr=) = «=A(F-r=). 


Ponendo dunque di nuovo 


si ha finalmente 


T 


2a]/ Tzi 

dT 


~ f he 

J 


di 


= a^\T. 


Quest’equazione differenziale è quella che regge il moto del calore nei corpi iso- 
tropi, supposto che T sia la temperatura e t il tempo trascorso dalFistante iniziale. 
La temperatura variabile d’un corpo isotropo può dunque essere considerata come la 
funzione potenziale di azioni mutue che si esercitano a distanza fra i punti del corpo, 
colla legge potenziale 

e 

__ • 

2 a ’I/tu. i ^ 

la funzione /;(a, b, c) che fa in tal caso Tufficio della densità, rappresenta nella teoria 
del calore le condizioni di temperatura iniziali. [Si suppone qui che non esistano sor- 
genti di calore permanenti *)]. 


*) Cfr. Fourier, Théorie atialytique de la chahur, pag. 479 (Paris, 1822). 




talché la nuova funzione U non è altro che la funzione potenziale newtoniana d*una 
massa di densità h(aj by c) dijjusa ìiello spazio S. 

QuaFc il significato fisico di questa funzione U? Su questa c su altre questioni 
suggerite dalle presenti considerazioni speriamo di poter tornare in seguito. 



XLIX. 


SULLA DETERMINAZIONE SPERIMENTALE DELLA DENSITÀ ELETTRICA 
ALLA SUPERFICIE DEI CORPI CONDUTTORI. 


Memorie della Ji. Accademia dei Idncei {Classe d/i Scienze fisichCf matematiche e naturali'), 
serie III, volume I (1876-77), pp. 491-502. 


È noto che, per determinare sperimentalmente la densità elettrica alla superficie 
dei conduttori elettrizzati, Coulomb si è servito del cosidetto piano di prova, strumento 
ben conosciuto da tutti i fisici, i quali hanno continuato ad usarlo con vantaggio, va- 
lendosi di opportuni artifizi nella combinazione delle osservazioni simultanee o succes- 
sive, afiine di elidere, od almeno di attenuare gli effetti della dispersione. Ma la teoria 
esatta di questo semplicissimo strumento non è stata mai data, e probabilmente non 
lo sarà per lungo tempo ancora, in causa delle gravi difficoltà analitiche che vi sfin- 
contrano. Quella che il sig, Maxwhll dà al n"^ 225 del suo Trattato non può, per 
quanto sagace, considerarsi veramente come rigorosa: essa appartiene a quel genere 
di procedimenti cui lo stesso Maxwell allude nel n^ 117 della citata Opera, e di cui 
accenna con aggiustatezza i pregi ed i difetti. È noto che lo stesso Coulomb cadde in 
errore nel valutare il rapporto che passa tra la quantità d’elettricità asportata dal piano 
di prova e quella ch’era prima distribuita sull’areola ch’esso ha ricoperta. Su questo 
punto ci permetteremo tuttavia d’aggiungere che, se mancano indubbiamente di rigore 
i ragionamenti di qucll’illustre sperimentatore (riportati nei n' 55 e 57 del recente 
Trattato del sig. Mascart) non sembrano neppur chiare, non che evidenti, le argo- 
mentazioni con cui si vorrebbe senz’altro ridurre quel rapporto alla metà. Infatti la 
supposizione *) che il piano di prova sostituisca esattamente il sottoposto elemento di 
superficie del conduttore esplorato, non è che un’astrazione teorica, della quale sarebbe 


*) Veggasi la nota a piè delle pagine 16 e 17 del Reprint of papers on EUctrostatics and Magne- 
tism di Sir W. Thomson (Londra, 1872). 
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difficile il provare che le conseguenze sussistano esattamente, anche quando la sua ve- 
rificazione pratica sia soltanto approssimativa. Che se invece si considera il piano di 
prova come un piccolo disco tangente col suo centro alla superfiicie del conduttore, 
non si deve dimenticare che la densità elettrica, nulla nel punto di contatto, è infinita 
lungo rorlo del disco, talché la densità media deirelettridcà asportata risulta dalla com- 
pensazione di densità variabili fra zero ed infinito, e non sembra suscettibile d'una de- 
terminazione, anche approssimativa, per mezzo di ragionamenti cosi sommari come 
son quelli che si sogliono fare ordinariamente. Sotto questo aspetto, il procedimento, 
in parte empirico, del sig. Maxwell (il quale del resto considera in modo diverso 
razione del piano di prova) porge una assai piìi soddisfacente giustificazione del prin- 
cipio generalniciite ammesso in proposito. 

V’è ancora un altro ordine di considerazioni, a tener del quale si potrebbe forse 
revocare addirittura in dubbio la legittimità d’ogni esplorazione di densità elettrica per 
via di contatto con corpi di prova, di forma qualunque. Se si pensa airenorrne velo- 
cità dei moti elettrici in paragone dei moti ordinari, sembra lecito il sospetto che la 
distribuzione della carica totale, fra il conduttore espbu'atocd il corpo di prova, allatto 
del distacco, sia veramente un problema elettrodinamico, anziché un problema elettro- 
vSCatico. Noi perù qui non insisiercmo su questo pu:,to di vista, ed ammetteremo che 
la distribuzione aiizidetta sia la stessa, rispetto alla quantità, prima e dopo il distacco. 
Diremo invece che, ncirinipossiìdlità presente di determinare u pìuiri rdettrizzazione 
deH’ordinario piano di prova, non ]>arrebbe doversi giudicare inutile nè ino[)portuno 
rintraprendcrc Tanaloga ricerca per altre foi'me del corpo di prova, accessibili ad un’a- 
nalisi esatta; e tale è appunto lo scopo di questa breve comunicazione. 

Il caso che vogliamo qui trattare e quello d’uiì corpo di prova avente la forma 
d’iina mezza sfera, di raggio piccolis.simo ri.s})ctto alle dimensioni del conduttore che 
si vuole esplorare, e da applicarsi sulla superficie di questi) colla sua faccia diametrale 
piana. Questa forma è già stata considerata nel 22q del 'IVattato de! sig. Mawvhll, 
ed ivi trovasi anche indicato il rapporto finale delle densità medie nel caso che il con- 
duttore da esplorarsi sia sierico. Noi pure ci limiteremo al caso del conduttore sferico, 
ma aggiungeremo Tiporesi che alTelcttrizzazione di questo coiidutiorc concorra eziandio 
Fazione d’un punto induceiite esterno, giacché é specialmente nei fenomeni d’influenza, 
che la perturbazione prodotta nel campo elettrico dalFintervcnto d’iin corpo di prova 
può accrescere i dubbi circa Fesistenza d’uiia relazione costante fra la carica presa dal 
corpo di prova e la densità elettrica del conduttore nel luogo esplorato. Crediamo tanto 
meno inutile d’eseguire partitamente questa ricerca, in quanto che essa ci darà occa- 
sione di determinare la funzione potenziale e la distribuzione elettrica indipendente- 
mente dall’uso del principio delle immagini, e di stabilire con precisione le formole 
relative alle cariche delle varie calotte sieriche che fa d’uopo di considerare. 
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Dovendo, in tutto ciò che segue, ragionare sopra una figura costituita essenzial* 
mente di due superficie sferiche fra loro ortogonali, converremo una volta per sempre 
di designare ordinatamente con 

A, B, Ci centri delle due superficie sferiche ed il centro della circonferenza 
d’intersezione ; 

a, p, y i raggi di quelle e di questa ; 

/ la distanza dei centri delle due superficie sferiche. 

Avremo così le relazioni 

/" = a" -(- yf =«■ 

cui possiamo aggiungere queste altre 

AC = j-=f\ 

Designeremo inoltre, per brevità, con S^, le due superficie sferiche, con la cir- 
conferenza ad esse comune; con 5^ ed 5^^ le due calotte in cui la 5^ è divisa dalla 
la prima delle quali esterna, la seconda interna alla e similmente con ed 
le due calotte in cui la 5^ è divisa dalla C^, la prima interna, la seconda esterna 
alla 5^. Questi simboli S^, etc. ci serviranno tanto a designare le superficie sfe- 
riche e le loro calotte, quanto a rappresentarne le aree rispettive. Chiameremo bisfera 
il solido terminato dalle due calotte 5^^. Denoteremo finalmente con r, r', r", r'" 
i valori assoluti delle distanze d’un punto qualunque M da quattro punti fissi, di cui 
indicheremo di volta in volta la posizione. 

Incominciamo a supporre che r\ r", r'" siano tre raggi vettori uscenti rispetti- 
vamente dai punti A, B, C. Se il punto M, loro termine comune, è preso sopra S^, 
si ha, per essere B t C punti reciproci rispetto ad 


r'" Y 


e parimente se il punto M è preso sopra S^, si ha, per essere A e C punti reciproci 
rispetto ad 


Possiamo dunque dire che 


r'" Y 


quando — i , si ha 


si ha 

1_ 

/ # 

0 

II 

1 


r 

r 

si ha 

a 

4^^ 

I 

II 

0 
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Di qui risulta che la funzione 



è uguale ad i tanto in ogni punto di 5^, quanto in ogni punto di S^; cosicché nello 
spazio esterno alla bisfera questa funzione coincide colla funzione potenziale d\ina di- 
stribuzione elettrica in equilibrio sopra la superficie della bisfera stessa, considerata 
come superficie esterna d^un conduttore isolato. Li funzione potenziale della stessa di- 
stribuzione è, per un noto teorema, costante ed uguale ad i in ogni punto dello spazio 
interno (supposto che il conduttore non presenti cavità nelle quali esistano corpi 
elettrici). Dalla forma poi della funzione F emerge immediatamente clic Tazione e- 
sterna dello strato elettrico in equilibrio è eguale a quella di tre masse elettriche 

^ a, + f., — Y 

collocate rispettivamente nei punti 

A IK A 

e che la carica totale del conduttore c quindi 

h oc -j- — • Y • 

Cerchiamo ora come si divida questa carica totale Ira le due calotte 5^ ed 
Chiamando le due cariche parziali corrispondenti, si ha 

cioè 


Gli integrali 


sono i valori degli angoli solidi sottesi dalla calotta Sh. nei i)unti J c C rispettiva- 
mente, epperò equivalgono alle arce ed *), divise rispettivamente per e 


*) Per analogia designiamo con la metà di superficie sferica , di centro C e di raggio y, 
contenuta entro 
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Dunque si ha 


ed essendo 



27ta(a — = 


= 2%f , 


si trova così 

= tC“ — /' ^ — y)- 

Le due cariche parziali sono quindi espresse da 

£»« = t(£ +/'-/"). £pp -/' + /")• 

Il valore di in virtù delle relazioni indicate superiormente, si può scrivere 

cosi: 

^pp- — + —) - ^ . 

od anche, mettendo /* — in luogo di P*, 


^pp - jy • 


Ora, se la carica E fosse tutta distribuita in equilibrio sopra un conduttore sferico 
terminato dalla superficie 5„, la calotta ne possederebbe una porzione 






E 


--f’E=L 


2 OC 


2/ 


■E. 


Dunque Tapplicazione della calotta conduttrice E^^ sul conduttore sferico 5„ modifica 
la distribuzione elettrica per guisa che, in luogo della carica 


— (/ — (g + p — y) 

— 2 / 


relativa alla calotta ricoperta, interviene la carica 

P (/-«)( 2 « + {i+/) 

— 2 / 

relativa alla calotta sovrapposta. Il rapporto della seconda carica alla prima è 

- ^pp 2a / 

^«p “ + P Y 
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Questo rapporto si può mettere sotto la forma 

‘ a ‘ a 


e, se qui s^introduce il valore 




ti 


e si svolge in serie secondo le potenze crescenti di — (neiripotesi (i a), si trova 


Ì!!=, + A+l- . 

^ ‘ a ' 2a^ 2oc^ ‘ 

Quando ^ è molto piccolo di fronte ad a, la modificazione che subisce la torma della 
superficie esterna del conduttore sferico 5 ^, per Tapplicazione della calotta conduttrice 
non deferisce sensibilmente da quella che nascerebbe facendo combaciare la taccia 
piana d^un piccolo conduttore emisferico, di raggio cefila superficie del conduttore 5^. 
In tali condizioni, dunque, la carica presa da questo piccolo conduttore sta a quella 
delfareola da esso ricoperta in un rapporto che si avvicina tanto più a 3 , quanto più è 
B . 

piccolo il rapporto — . Si })uò osservare che questo rapporto limite 3:1 (il quale 

del resto si rileva facilmente dairespressione generale, senza eseguire lo sviluppo, col 
porvi / = a, (i =: y) c in pari tempo quello della superficie totale del solido eniisle- 
rico alla superficie ch’esso ricopre sul conduttore sferico, talcliè in questo caso parti- 
colare si verificherebbe la regola asserita da Coulomb. 

Passiamo a considerare il caso in cui esista un punto inducente, che designeremo 
con 0 , e che supporremo collocato nello spazio esterno alla bisfera primitiva (cioè a 
quella i cui raggi a e (i hanno un rapporto qualunque). 

Siano t ì punti reciproci di () rispetto alle due superficie ed , cioè i 
punti allineati rispettivamente con 0 ed A, con 0 e />, e tali che 

AO.AA^ ----- 

Si riconosce facilmente che la circonferenza passante per i tre punti 0, A^^ B^ è or- 
togonale tanto ad quanto ad 5^, e che ogni retta condotta per Ay op|)ure per 
la interseca in due punti che sono reciproci rispetto ad S^, oppure ad Ne risulta 
che le due rette AB^y BA^ s^incontrano in un punto di questa circonferenza. 
I tre punti A^, 5^ , sono sempre situati nellfinterno della bisfera, e propriamente 
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il primo nella regione esterna ad il secondo in quella esterna ad 5^^, il terzo in 
quella comune ad ed a Fra le molte proprietà della figura cosi formata *) 
notiamo le relazioni seguenti, che ci riusciranno utili fra poco. Essendo 0 eà B 
e C coppie di punti reciproci rispetto ad S^, i due triangoli A OC, AB sono si- 
mili e dànno 

AO _ AB 
OC ~ BA/ 


e cosi, essendo 0 t B^y A t C coppie di punti reciproci rispetto ad S^, i due trian- 
goli B 0 Cy BAB^ sono simili, e dànno 


BO _ BA 
OC AB/ 

Da queste due proporzioni, ponendo 


si trae 
e quindi 


0 A = Cly OB = by OC = Cy 

a.BA^ = b .AB^ = 



BA^ 




Premesso ciò, è facile trovare la funzione potenziale del sistema elettrico costituito 
da una massa inducente i collocata in 0 e dalla distribuzione elettrica ch’essa 
induce sul conduttore bisferico, supposto comunicante col suolo. Infatti, essendo 0 ed 
A^y B^ Q Cj coppie di punti reciproci rispetto ad 5^, per ogni punto M di 5^ si ha 


OM _ a B^M __ AB^ _ c^ ^ 

A^M~ oi ^ C^M~~ a 

e cosi, essendo 0 t B^y A^ t C^ coppie di punti reciproci rispetto ad 5^, per ogni 
punto M di 5p si ha 

OM _ b A^M __BA^ _ COL 
B^M~ ^ ^ C^M~ p "■ ay* 


*) I quattro punti 0, , Cj , considerati nell’ordine in cui sono scritti, sono così disposti 

che due consecutivi sono reciproci rispetto ad o ad (tale reciprocità essendo alterna per l’una e 
per l’altra sfera). Invece i punti O & e sono pure conjugati fra loro, ma in quest’altro modo; 

se di un punto dell’una coppia si prende il simmetrico rispetto ai piano della , l’altro punto della 
stessa coppia è il reciproco di questo rispetto alla sfera di centro C e di raggio y ; ciascuna coppia di 
punti è in una superfìcie sferica passante per la . 
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Collocando dunque ordinatamente nei quattro punti (), , 5, e C. le origani dei 

raggi vettori r, r', r", r'" terminati ad un punto qualunque M, possiamo dire che: 
per ogni punto di 5, si ha 


I 

r 


a I 

--- 


= o. 


+ 


e per ogni punto di Sjj si ha 


ir 


O, 


X 

a 


..r + 


J. 

c r 


i 

n* 


Di qui risulta che la funzione 




% I 
a r* 


I 


> 


il cui primo termine ù la funzione putenzialc del punto iuduccntc, lui il valor zero 
tanto in ogni punto di 5,^,, quanto in o^itni puntt» di voskchc nello spazio esterno 
alla bisfera questa funzione coincide et dia ì unzione ptucn/iale cercata. Nello spazio 
interno il valore di questa funzitune potenziale sarciv e dt^vunque lo zero. Dalla forma 
poi della funzione fF emerge iinmcviiat.nnente vhe razione esterna dello strato indotto 
c eguale a quella di tre masse e!c::riwlie 

a 

{/ ^ 

collocate rispettivamente nei punti 

e che la carica indotta totale è iniimii 






La quantità fra parentesi rap[)rese5ita fin artìionia con un noto teorema) ciò che di" 
venta la funzione V preccdcntemenie considerata, wioè la fiinziinic ptueiizialc esterna 

di una carica E a •/ distribuita in equihinio radia bis! era istdata, quando 

il punto variabile cui essa si riieri'.cc è il pu:;tt» induccuie (); c siccome tal funzione 
V è uguale ad i sulla superiicie della disierà, cosi essa c positiva c minore di i in 
ogni punto esterno. Dunque la carica iiiiiotta 1: è sempre di segno contrario e nu- 
mericamente inferiore alla carica indiicente. 
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<1 




%y 


51;- 


Dalle relazioni che ci hanno servito a riconoscere la forma della funzione JV si 
ricava subito che in ogni punto della circonferenza si ha 


epperò 


1 



a 

a 


^JL — X_L 

b c r: 



Cerchiamo ora come si divida la carica indotta totale E' fra le due calotte ed 
Per ottenere formole semplici, limitiamoci a considerare il caso che il punto 0 
si trovi sulla retta dei centri, e propriamente dalla parte della calotta 5^^ . I vari punti 
necessari a considerarsi si presentano allora nelFordine seguente 


0, A, C, Q, 5,, B, 


e sono tutti da una stessa parte rispetto alla calotta 5^^ (cioè da quella della concavità), 
talché cercheremo primieramente la carica di questa calotta. 

Questa carica è data da 




d n ’ 


dove w è la normale interna airelemento Ora, se P è un punto qualunque del 

segmento OP e p la sua distanza dairelemento Tintegrale 



dS, 




equivale all’area della calotta di centro P, di raggio — P , terminata da ed 
interna ad 5^, divisa per p^, cioè si ha 



dove il segmento P C è positivo se P è compreso fra 0 e C, negativo se P è com- 
preso fra C e P. Applicando questa osservazione ai punti 0, P^ , sostituiti 
successivamente al posto di P, si trova che la carica cercata è data da 


p' 




r^-OC 


2r 


0 


a 2 r; 


i 2 C c 2r: • 
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I primi due termini del 2° membro, cioè 

r—Oi: % r~ AX 


2r. 


a ir 


rappresentano, come facilmente si rileva, la carica che trovercbbesi distribuita sulla ca- 
lotta 5g,jj (che è attualmente ricoperta da 5^), se il conduttore indotto fosse sferico e 
terminato dalla superficie 5,; giacché in vjuesto caso, che si ricava da quello che stiamo 
considerando col porre li y = o, la funzione //' diventerebbe semplicemente 


t * I 

r II r' 


Chiamando questa cirica, si ha duiupie 

1 / ■/ \ OA 

2 r 1 2, • 


n 2,". 


in forza delle relazioni ijiA fra r , r\ 

Essendo 

(LI , 

si può scrivere 




dove la quantità Ira parentesi e pnsinv,,, p r»’ié iiv! u:.inj;ulii (>AM il lato 
è minore della somma degli alni due OA AM ■/.. D'alira parte si ha 


ma 


C./i O/l Ot: 


/, 




dunque 




ovvero, dopo alcune riduzioni. 
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Si ha ancora 


dunque 


ossia 


b ~af+oi^ a+f' 


K/ — °^)(^ — «) ■ 

bcf 




K/.— — oc^ 


Di qui 


p' — / „ 

■caa — «ag 2bcf 


2bcf 


ibcfr^ 

W« + «)1 


r I (3 “l“ “ 

^ . 4 . 

«;p “ ■’■»</ ’ 


e; fiiialmeìite 


F' 

■Cq 


W -T-u ^KLìz1±11jl^ 

/ — i-r~ /nr_L.. \”rL^r* 






èc/' 


ft 

Supponiamo oPa che il rapporto sia piccolissimo. Si ha allora 


•' 2 a 


Di più, essendo in generale 


rl — c" + f= + y) + ^ 4- a" + ^ 

ZZI 2 oc ^ I y ^ ) 

e potendosi quindi scrivere 


2 a oc (/ — oc) 


nell’ipotesi anzidetta si ha di qui 


a a. ^ 


a 6^ 


2/ (« + 


+ 


eppero 
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dove i termini omessi contengono potenze di p» superiori alla prima. Ma 


quindi 

Si ha dunque finalmente 


b = a + oLJ^^ + 
' ' 2 a ' 

c = a 4- X 4 

* 2 a ‘ 


(il 4 - 
bc 


1 -|- potenze di superiori alla prima. 




donde si conchiude (sostituendo alla considerazione del conduttore bisferico quella del 
piccolo conduttore emisferico di raggio [i, come corpo di prova applicato sul conduttore 
sferico indotto 5 ^) che la carica presa dairemisfero di prova, applicato suireleniento 
più lontano dal punto inducente, sta ancora alla carica deirelemento locale indotto 
come 3:1, approssimativamente. 

Rifacendo i calcoli precedenti per Taltra calotta 5 ^^ , oppure valendosi della cono- 
scenza della carica indotta totale E' per dedurre la carica sopra da quella sopra 

si trova, pel rapporto di questa carica alla carica della calotta rico- 
perta dalla respressione 


e: 




I + 


l, y.(j -(-a — ji) 


dove la quantità 




a c /■ 


''o / 


ò la carica indotta sulla calotta nciripotesi che il conduttore esposto airinduzione 
del punto 0 sia semplicemente quello la cui superfìcie esterna è . Qui conviene na- 
turalmente dare al valore di una forma diversa da quella dianzi usata, afiìne di 

predisporre le formole alla nuova supposizione che il rapporto , e non già il , 

diventi piccolissimo; avvertenza che si è appunto avuta già in mira nella formazione 
del precedente rapporto. Porremo dunque 




r 
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donde 



''o / fri 


Or qui è necessario aver riguardo ad una circostanza che non si presentava nel caso 
precedente. Ponendo / — fi = — -f- . . . ^ si ha 


/ , h — ^\( b — ^\ bx^ , 

V+—)v-^) = 7? + -- 

fr"- . 

epperò, se il divisore di cl nel secondo membro è una quantità dell’ ordine delle 

}j a 

dimensioni del conduttore sferico Su , si conclude, come nelFaltro caso, che i ^ 

è quantità delfordine di che si ha (entro questo limite d’approssimazione) r^ = b — fi, 
e che si può quindi porre 

In tal caso tutto procede come prima, fino alla forinola 


, a 

t = ^ + T + 


la quale mostra che il solito rapporto 3 : i è valido anche pel contatto dell’emisfero 
di prova coU’elemento più vicino all’inducente. Ma se la distanza minima b — ^ del 
punto inducente alla sfera indotta 5 ^ diventa tanto piccola, che il suo rapporto n al 
raggio a del piccolo emisfero di prova sia deH’ordìne di p, si ha approssimativamente 
= y,]/ epperò, come facilmente si riconosce, la conclusione suddetta non 

ha più luogo, e il rapporto in questione non ha più un limite indipendente dalla distanza 
del punto inducente. Ciò, del resto, è abbastanza chiaro anche indipendentemente da 
ogni calcolo, senza che, per questo, ci sembri inutile di notare espressamente questa 
ragionevole eccezione all’esatto uso dell’emisfero di prova, come di ogni altro corpo 
assegnato al medesimo fine, di scoprire, cioè, la densità elettrica locale. 

Astrazion fatta dal caso d’eccezione testé accennato, è facile dimostrare la sussi- 
stenza del rapporto limite 3 : i anche nel caso che il conduttore sferico, esposto al- 
l’induzione d’una massa elettrica e, sia isolato e dotato d’una carica qualunque JEJ, 
Infatti, ritornando alla considerazione della bisfera, la distribuzione che si forma in tal 
caso risulta dalla sovrapposizione d’una carica indotta e£' e d’una carica libera JS — eE^ 
che si dispone in equilibrio sul conduttore bisferico. Quindi la carica presa dalla ca- 
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lotta Spp è 


Invece sul conduttore sferico 5^ (supposto isolato e dotato della carica jEJ) la distri- 
buzione risulta dalla sovrapposizione d^una carica indotta — e — e d’una carica libera 

JE e che si dispone uniformemente sul conduttore. Quindi la carica presa dalla 
calotta S„a è 




Il rapporto della carica presa dalla calotta (ricoprente) 5^^^ a quella posseduta dalla ca- 
lotta (ricoperta) dunque 


E'^^e-\-^(E-eE') 








Ora, quando p è piccolissimo di fronte ad a, si può porre 



cioè 



ed allora, convergendo i due rapporti 


F' E 

verso il comun limite 3 , anche il precedente rapporto complesso converge verso lo 
stesso limite. Altrettanto si dica rispetto al secondo caso (quando cioè si considera il 
contatto dalla parte più vicina alfinducente), salva sempre Teccezione relativa alfindu- 
zione prodotta da un punto vicinissimo alla sfera 5^. 

Si può dunque ritenere che, esclusa questa condizione particolare, Temisfero di 
prova a raggio piccolissimo prende, in ogni caso, una carica tripla di quella che è 
distribuita, prima del contatto, sulFareola esplorata. A rendere più esatta la corrispon- 
denza fra le condizioni in cui agisce Temisfero di prova e Tipotesi d'un conduttore 
bisferico, gioverà che la làccia diametrale deiremisfero stesso sia resa leggermente con- 
cava, in guisa che, nel contatto. Torlo circolare si adatti il più esattamente possibile 
sulla superficie del conduttore. 



CONSIDERAZIONI ANALITICHE SOPRA UNA PROPOSIZIONE DI STEINER. 


Memorie àéW Accademia delle Scientte delPlstltitto di Jiolognaf serie III, tomo VII (1876), pp. 241-262. 


Nel § 8 della mia Esercitaxione analitica intorno ad alcuni teoremi di Feuerbach 
e di Steiner, inserita fra le Memorie di quesFillustre Accademia *), ebbi occasione di 
collegare coirargomento principale di quelle mie ricerche alcuni sviluppi relativi al no- 
tissimo ed elegantissimo teorema steineriano sulle perpendicolari condotte ai tre lati 
d’un triangolo da un punto della circonferenza circoscritta **). NelFordine di conside- 
razioni da me tenuto in quello scritto questo teorema appariva come caso particolare 
d’un altro, nel quale alla circonferenza si sostituiva una conica passante per due punti 
determinati del piano. Nella presente Nota mi propongo invece d’illustrare il mede- 
simo teorema da un altro punto di vista, in guisa da porne viemeglio in luce il carat- 
tere essenziale, che non è già quello d’una proposizione del tutto isolata, come a prima 
giunta parrebbe, ma quello bensì d’una relazione di figure molto fondamentale, ed e- 
stendibile a tutti gli spazi. Io spero inoltre che la via seguita in questa nuova genera- 
lizzazione porga ai giovani studiosi di geometria analitica un saggio dell’utilità e della 
fecondità di quel concetto itlYas soluto , che fu introdotto primieramente da Cayley e 
che si è reso oggimai famigliare ai geometri per i molteplici nessi in cui ha trovato 


*) Serie III, Voi. V (1875), pag. 543 [Vedi pure queste Opere, tomo III, pp. 1-22J. 

**) Chiamo steineriano questo teorema, sebbene (nei suo enunciato ordinario) venga attribuito a 
R. SiMSON (cfr. PoNCELET, Traìté des propriètés projectives, art. 468), perchè Steiner lo ha pel primo 
completato colla considerazione, essenzialissima, delfinviluppo della retta contenente i piedi delle tre per- 
pendicolari. 
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una sempre più manifesta giustificazione; concetto il quale, non pertanto, e ancor lon- 
tano dair essere penetrato quanto dovrebbe e potrebbe nel dominio più comune ed ele- 
mentare della scienza, e specialmente in quello deirinsegnamento. 

Per brevità di linguaggio chiamo hw^^o steimrmio il complesso dei punti che pos- 
seggono la proprietà analoga a quella dei punti della circonferenza circoscritta (nel- 
Tenunciato ordinario), e inviluppo steineriano il complesso delle rette (o dei piani, qua- 
lora si trasporti la questione nello spazio) che posseggono la proprietà analoga a quella 
della retta in cui si trovano i piedi delle perpendicolari condotte ai tre lati del trian- 
golo da un punto della circonferenza suddetta. 


§ I. — Analisi della questione steineriana nel piano. 


Siano A', 3;, 7 ^ le tre coordinate omogenee d’un punto in un piano ; 7/, -u, w quelle 
d’una retta nello stesso piano. La correlazione di questi due sistemi di coordinate è 
stabilita dall’equazione 

(1) ux -(“ vy -4” = 0 , 

assunta come condizione che il punto (x, y, stia nella retta (77, i», w). Sia inoltre 

(2) 29 = a hv^ 2 a' via -f- 2 h' w u 4“ 2 c' u v r™ o 

l’equazione tangenziale della conica assoluta. 

Ritenendo costanti le n, v, w neircquazionc (i), cioè considerando questa come 
l’equazione (locale) d’una trasversale arbitraria, è chiaro che l’eq nazione 

X 4“ V 4~ ~ ^ 

può rappresentare, variando , qualunque retta passante per l’ intersezione della tra- 
sversale (i) col lato X o del triangolo tondamentale. Una di queste rette è la per- 
pendicolare condotta in quel punto al lato stesso , ossia la coniugata armonica della 
retta x = o rispetto alla conica assoluta. Questa perpendicolare si determina scrivendo 
la condizione perchè le due rette (//, , r, w'), (i, o, o) siano coniugate fra loro ri- 
spetto alla conica 9 1= 0, condizione la quale non è altro che 


cioè 


donde 


5 9 

-_-2- — o per li = ti, , 

dii 

iin^ 4 ” 4 “ 

r' V 4“ 


u 


a 
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Determinando analogamente le perpendicolari agli altri due lati = o, :^ = o, nei punti 
ove questi sono incontrati dalla trasversale (i), si trova che le equazioni delle tre per- 
pendicolari (intese nel senso proiettivo che abbiam ricordato) sono le seguenti: 

c'v -4- b'u/ 

x-^vy-}-wi=:io, 

a'w-i-c'u , 

^ y ■4r‘UJX.-\rUx=zo, 

b'u-\-a’v 

^ :( -j- ux -j- V y = o , 

Affinchè si verifichi, rispetto al triangolo fondamentale, la proprietà contemplata 
dal teorema steineriano, bisogna che queste tre equazioni siano soddisfatte dalle coor- 
dinate X, y, I d’un medesimo punto del piano. Ora le equazioni (3) sono lineari ed 
omogenee tanto rispetto alle x, y, quanto rispetto alle v, w. Se dunque si eli- 
minano fra esse le u, Wy si ottiene un’equazione di terzo grado in x, yy che rap- 
presenta il luogo steineriano. Se invece se ne eliminano le x, )/, si ottiene un’equa- 
zione del terzo grado in u, Vy Wy che rappresenta il corrispondente inviluppo steineriano. 

Non eseguiremo queste due facili eliminazioni, perche quando avremo, nel § se- 
guente, concepita la questione nel suo aspetto analitico generale, vedremo qual sia in 
ogni caso la forma delle due equazioni risultanti. Per ora osserveremo soltanto che, 
colla considerazione della conica assoluta, l’ordine del luogo steineriano è salito dal se- 
condo al terzo, mentre la classe dell’inviluppo steineriano non è stata alterata. Anche 
di questo fatto vedremo nel ^ 6 1^ ragione analitica. 

§ 2. — Analisi della questione steineriana generalizzata. 

Per intendere facilmente il senso della generalizzazione cui alludemmo dianzi, ba- 
sta formulare la questione che corrisponde alla precedente nello spazio di tre dimen- 
sioni. Si ha allora un tetraedro, alle cui facce si devono condurre da un punto dello 
spazio quattro perpendicolari : prescrivendo la condizione che i piedi di queste perpen- 
dicolari debbano stare in un piano, quel punto genera il luogo steineriano e questo 
piano genera l’inviluppo steineriano *). Ora, quando il punto è preso nel luogo, il 
piano che contiene i piedi delle quattro perpendicolari condotte da esso alle quattro 
facce incontra ciascuna faccia secondo una retta tale che il piano condotto per essa e 



*) Questo non è certamente Tunico modo possibile di concepire l’estensione del teorema allo spa- 
zio, ma è quello che giova considerare per ottenere l’analogia analitica. 
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per il punto è perpendicolare alla faccia stessa. Si scorge dunque che, assumendo Te- 
quazione locale d’un piano trasversale arbitrario (come, nel § precedente, si è assunta 
quella d’una retta trasversale arbitraria) e quella d’una quadrica assoluta in coordinate 
tangenziali (come ivi s’è assunta Tequazione tangenziale d’una conica) , Tanalisi della 
questione nello spazio può essere condotta in modo del tutto analogo a quella della 
questione piana. 

Ora, ponendo mente allo svolgimento delle operazioni analitiche già eseguite nel 
piano, e di quelle che si dovrebbero eseguire nello spazio, si comprenderà senz’altro il 
senso delle operazioni di cui daremo ora i risultati rispetto al caso più generale, cioè 
rispetto alla questione analoga a quella di Steiner in uno spazio d’ordine qualunque, 
le relazioni metriche del quale dipendano dall’ assunzione d’un assoluto di secondo 
grado. 

Siano jc^, jc^, . . . , le coordinate locali omogenee d’un punto ; ^^2? • • • , 

le coordinate tangenziali omogenee d’un luogo di 1° grado, che continueremo a 
chiamar piano (non essendovi qui occasione ad ambiguità) : le une e le altre collegate 
per guisa che 

+ + ••• +»„X„ = 0 

rappresenti la condizione perche il punto (x^ , xj stia nel piano (//^ , ... , 

Sia inoltre 

l’equazione ta}igen:(iale della quadrica assoluta, e 

2<I> “ ^ =■ A^^) 

l’equazione locale della stessa quadrica, ritenuto che A^^ sia il complemento algebrico 
deirelemento (considerato conìe distinto da nel determinante 


cioè nel discriminante della forma quadratica p. 

Posto ciò, è tacilissimo verificare che alle n equazioni da sostituirsi alle (3) nella 
questione steineriana generale si può dare la forma seguente 


(4) 


^ ^ <5 ? 

a,, a-M, ~ àlT^ 


a 


^9 


7./. X, + X, -h- • • • 4 - 7 ^ X . 

Ili 2 2 I 1 n n 


Queste n equazioni sono, come le (3), lineari ed omogenee tanto rispetto alle 
coordinate locali x, quanto rispetto alle coordinate tangenziali u, talché il risultato del- 
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reliminazione delle une dev’essere un’ equazione omogenea del grado n rispetto alle 
altre : vale a dire che il luogo steineriano generale è debordine n ed il corrispondente 
inviluppo è di classe ordine e classe superiori amendue d’un’unità al numero delle 
dimensioni dello spazio che si considera. 

È bene osservare che le equazioni (4) esprimono le condizioni del problema an- 
che nel caso che la forma quadratica 9 abbia il discriminante nullo (cioè anche quando 
A = o). 


5 3 . — Equazioni generali del luogo e deirinviluppo 
steineriano. 


Le equazioni risultanti dalle due eliminazioni anzidette si possono ottenere sotto 
varie forme. Le più semplici sono le seguenti. 

Scrivansi dapprima le n equazioni (4) sotto la forma 


il X 

^ ’ 
du^ 


a^^ ^ u X 

^ 5 9 

d 


du. 


Moltiplicando queste equazioni ordinatamente per u^, e sommando, indi 

dividendo per ^ u x, si ha subito 


(5) 


I ^ 22 ^. I ... I = I. 

^9 ' 39 df 


d 


d u. 


diK 


Quest’equazione è omogenea e del grado n tra le sole variabili u\ dunque essa è il 
risultato deireliminazione delle ossia è Y equazione tangenziale deirinviluppo steineriano. 
Scrivansi invece le stesse equazioni (4} sotto la forma 




e si sommino, dopo averle moltiplicate ordinatamente per 


84 ) 84 > ^ 

dx, ’ dx/ ■ ■ ■ ’ 3x„ ■ 

Siccome, per la reciprocità delle forme quadratiche f e 4 », ha luogo l’identità 


8 (p 80 

^ du dx 



ux, 


BELTRAMI, tOmO III. 


8 
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COSÌ il risultato dell’operazione suddetta, dopo la soppressione del fattore 



è 


( 6 ) 


I ^ 


Quest’equazione è omogenea e del grado 71 fra le sole variabili x: dunque essa è il 
risultato deireliminazione delle ossia è Y equazione locale del luogo steineriano. 

Abbiamo, ambedue le volte, dovuto sopprimere il fattore Giova dunque 

esaminare se e quando questo fattore possa annullarsi. 

Perchè ciò avvenga, bisogna che il punto steineriano (x) giaccia nel corrispon- 
dente piano steineriano (ii). Ora essendo (^x) il punto di concorso dei piani perpen- 
dicolari agli x^ = Oy x^=: Oy . . . , x^^-=z o lungo le intersezioni di questi col piano (u)y 
bisogna che tutti questi piani perpendicolari coincidano col piano steineriano (i^), ossia 
(cfr. il § i) che le coordinate u^y u^y di quest’ultimo soddisfacciano alle n 

condizioni 


5cp 

d 


o, 




0 . 


Se il discriminante della forma quadratica 9 non è nullo, queste equazioni sono 
incompatibili; quindi non esiste piano steineriano che contenga il corrispondente punto 
steineriano, epperù il fattore non può annullarsi. 

Se invece il discriminante A è nullo, le precedenti equazioni sono fra loro com- 
patibili, e (stando al caso più generale) assegnano ai rapporti delle u certi valori de- 
terminati, che supporremo essere 


(7) », :»,:•••: »„ = a, : ; • • • : a,, 

e che individuano un piano speciale, il piatio alViiifmitOy subentrante alla quadrica as- 
soluta : Tequazione locale di questo piano è data, per un teorema noto, da 

o. 

D’altronde, quando questo piano esiste, esso è evidentemente piano steineriano, ed ogni 
suo punto è punto steineriano corrispondente; dunque, nel caso di A = Oy il fattore 
JwA è annullato da una continuità dì sistemi di valori simultanei (soddisfacenti alla 
questione) delle variabili u ed x, e la sua soppressione può apparire illegittima. 

Ciò non ostante le equazioni (5) e (6) sono esatte in qualunque caso, come ri- 
sulterà dalle formole del § seguente. Del resto torneremo, nel § 6 , sulla discussione 
del caso particolare A = o, che è quello deirordinaria geometria. 
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S 4- — Altre forme delle equazioni precedenti. 

L’eliminazione delle x, oppure delle u, si può fare, anziché nei modi indiretti che 
abbiam tenuti dianzi, col solito metodo dei determinanti. 

Ordinando dapprima le equazioni (4) rispetto alle x, ed eliminando queste coor- 
dinate, si ottiene 


(5). 


I 5 9 




I 


u 


n 


1 5<p 


Il determinante del primo membro dev’essere confrontato col primo membro dell’equa- 
zione (5)3 liberata dai denominatori e ridotta ad avere il secondo membro nullo. Ora 
un noto teorema insegna che il determinante (5)^ equivale identicamente alFespressione 


(- 0 " 


8<p 3ip 

d 0 





«..«22 •• 

• ( 

d<p 


\ 

. du, 


dcp 




dunque Tequazione (5)^ è identica alla (5) liberata dai denominatori, come s’è detto. 

Non ci tratterremo più a lungo sulla forma (5)^ deirequazione in u, poich’essa 
non presenta alcun carattere notabile di semplicità 0 d’eleganza in confronto della (5). 

Volendo, in secondo luogo, eliminare le coordinate u fra le n equazioni (4) bi- 
sogna svilupparle nel modo seguente : 

* —a^,xju^ + ■■■ + = o, 

(«2, ^2 — ^22^.) «. + * -|- . . . 4- x ^ — a,, x„)m„ = o. 


+ («» 2 ^n — «««^ 2)'«2 + • • • » — 0 > 

ed eguagliarne a zero il determinante. Ora il determinante d’ordine n cosi formato 
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equivale identicamente a quest^altro d’ordine n 1 


I 



. . . 

«.I 



... a, 




a. 




, . , 


giacché^ se dagli elementi delle colonne 2^ 3% . . . , (?z + questo si sottraggono 

quelli della prima, moltiplicati rispettivamente per , . . . , x^^ , si ottiene un nuovo 

determinante, riducibile immediatamente a quello formato coi coefficienti delle equazioni 
precedenti. Il determinante testò scritto si può trasformare nel prodotto di x^ x^ ... x^ 
pel determinante che segue: 











■ ■ ■ 1 





• • • «,n 





1 

* * * ^2« i 

j 




'^,a 

a 

uri 

ed allora è facile riconoscere 

Tidentità deirequazione tre 

coirequazione (6). Infatti, rammentando che alla funzioi 

forma d’un determinante d’ordine 

il —j— 

I, in 

virtù della 


0 

Xj 

X, 



X 

I 


^^a 

• • - 

2<P = — 



«aa 

• • • ''a„ ^ 




«na 

• • • «»., 


si riconosce agevolmente, mercè lo sviluppo secondo gli elementi della prima linea. 
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che ha luogo Tidentità 


^ a, 

X, X. 


22 


A, a, 

A-, a. 


a. 


nn 

X 

n 

■ ■ 

. . a. 


= ... 

A, ÒX^ ^ dA, ^ A„ dA„ 

il cui secondo membro, eguagliato a zero, riproduce appunto Tequazione (6). Dunque 
il risultato diretto deireliminazione delle u conduce all’equazione { 6 ) moltiplicata per 
... x^^ ossia alFequazione stessa liberata dai denominatori. Così le due equa- 
zioni (5), (6) sono dimostrate valide in ogni caso (epperò anche quando A = 0). 
Notiamo, per la sua eleganza, il riscontro delle due equazioni 


. a- 


= o, 


X 


n 


a 


nn 


( 6 ), 






= 0, 


delle quali la prima rappresenta Fassoluto, considerato come luogo di punti, e la se- 
conda il luogo steineriano. 


§ 5. — Della reciprocità polare fra il luogo e Tin viluppo 

steineriano. 

Dato un piano . . . , ed un punto (3^1 , , • • • > le relazioni 

che sussistono fra le coordinate e le coordinate 3/, quando il piano ed il punto sono 
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fra loro coniugati rispetto alla quadrica assoluta, vengono espresse dalle equazioni 


( 8 ) 


du. 




come pure dalle equivalenti 

5<I> 


( 8 )„ 


Au, = k 


dy, ’ 


d ? 
d u. 






u 

sT = *'-’ 


, All,, = k 




dove k è un fattore arbitrario (eguale nelle une e nelle altre). 

Se, dopo aver sostituito neirequazione (6) le variabili y alle x, s’introducono nel- 
Tequazione (5) le y in luogo delle u mediante le relazioni (8), (8)^^ , oppure se s’in- 
troducono neir equazione (6) le u in luogo delle y^ mediante le relazioni medesime, 
le due equazioni (5), (6) si trasformano Funa nell’altra. Dunque : il sleiiiermio 

e V inviluppo steineriano sono polari reciproci fra loro rispetto alici iiiindrica assoluta. È 
questa una correlazione importantissima, la quale, come vedremo meglio nel § 6, scom- 
parisce del tutto nell’ordinaria geometria euclidea. 

In virtù della proprietà ora dimostrata, ad ogni punto (}') del luogo steineriano 
corrisponde, come piano polare rispetto all’assoluto, un piano (ii) appartenente all’in- 
viluppo steineriano, e reciprocamente. Ma la corrispondenza polare che si stabilisce in 
tal modo fra un punto del luogo ed un piano dell’in viluppo non è la stessa cosa di 
quell’altra corrispondenza univoca fra punto del luogo e piano dell’inviluppo che ù im- 
plicata nell’enunciato generale della proposizione steineriana. Vale a dire: ad ogni piano 
(li') appartenente all’inviluppo steineriaiuì corrispondono due punti distinti, (x) ed (y), 
del luogo steineriano, il primo, (x), come punto d’incontro degli n piani condotti per 
le intersezioni del piano (^u) coi piani iondamentali o, x,, ■ o, . . . , = o, e 

perpendicolari a questi (cioè coniugati rispetto airassoluto), il secondo, (jy), come [)olo 
del piano (w) (rispetto airassoluto). E così: ad ogni punto (x) del luogo steineriano 
corrispondono due piani distinti, Q.i) e (i’), deirinviluppo steinerianc-, il primo, (/f), 
come piano passante pei piedi delle n perpendicolari condotte dal punto (x) ai piani 
fondamentali, il secondo, (uj, come piano polare del punto (x). Importa dunque co- 
noscere le relazioni che passano ira i punti (x) ed (v) nel primo caso, del pari che 
fra i piani (//) e (t>) nel secondo. 

Per tal uopo basta osservare che, insieme alle equazioni (8) , si hanno anche le 
seguenti : 


( 8 )„ 


89 

dv. 


k X, 




z=z kx , 


[dove k non ha necessariamente lo stesso valore che nelle (8), (8)J. In virtù delle 
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relazioni (8), (8)^ , (8)^ ^ le equazioni fondamentali del problema, cioè le (4), si pos- 
sono scrivere nei due modi seguenti: 

(9) _ . . . _ 

«rr «a. " ' ^ 

d(f d<f d(f d<f d(^ d(f 

(9> du^ dv^ _du/dv^ _ _ ^ V” 

“ a,, -•••— — 2_^rs%'^s, 

II 22 nn 

con che si hanno appunto le relazioni cercate. 

Dalla simmetria di questi due gruppi d^ equazioni, rispetto alle variabili a: ed }/ pel 
primo gruppo, e rispetto alle u t v pel secondo, emerge che la correlazione fra i punti 
(x) ed (y) è reciproca, del pari che quella fra i due piani (u) e (y) ; talché, come 
il piano (u) ha per punto steineriano corrispondente (x) e per polo (}'), come si è 
supposto, reciprocamente il piano (t»), polare di (x\ ha per punto steineriano corri- 
spondente (y). 

Dalle equazioni (9), colFeliminazione delle x, oppure delle y, si può dedurre nuo- 
vamente Tequazione del luogo steineriano , nelle coordinate y, oppure nelle x. Cosi 
dalle equazioni (9),^, coireliminazione delle oppure delle v, si può dedurre nuova- 
mente Tequazione delFinviluppo steineriano, nelle coordinate v, oppure nelle u. Del 
resto, in virtù della relazione di polarità fra i punti del luogo ed i piani delfinviluppo, 
le relazioni (9), (9)^ sono sostanzialmente equivalenti fra loro. 

Giova notare un terzo gruppo d'equazioni , pure equivalenti alle (4), che si de- 
duce da queste sostituendo, al posto delle x, i valori proporzionali 



ricavati dalle relazioni (9), e che è il seguente: 


(9). 


d f 
du^ 

y. 


dtp 

dWj 

y. 


yn 


a,, 


+ 




+ ••• + 




yn 


È facile scorgere qual sia il significato di queste n equazioni. Sopprimendo Fultimo mem- 
bro, h n — I equazioni rimanenti esprimono semplicemente che il piano (w) ed il punto 
(3;) si corrispondono fra loro per via di polarità ordinaria rispetto alla quadrica asso- 
luta: ma di questi due elementi uno è interamente arbitrario. Prescrivendo un deter- 
minato valore agli n rapporti eguali che costituiscono le prime n — i equazioni, si 
viene a vincolare la variabilità si del punto (u), si del suo polo (y) ; e però le equa- 
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zioni (9)^, stabiliscono che, assumendo per tal valore comune Tespressione 


yi y2 


+ ... . 

yn 


la variabilità del punto (y) è limitata appunto al luogo steineriano, e quella del piano 
(u) airinviluppo steineriano corrispondente. Del resto è facile riscontrare, con artifici 
analoghi a quelli del ^ 3 , che Teliminazione alternata delle variabili y ed u riconduce 
appunto alle equazioni (j) e (6). 

Se delle n equazioni (9) si considerano soltanto le prime n — i , cioè le seguenti 


(io) 




y^ 



7 


si ottiene una corrispondenza semplicissima, univoca e reciproca, fra i punti (x) ed ()/), 
in virtù della quale ad ogni figura formata di punti (x) corrisponde una seconda fi- 
gura formata di punti (3/): i punti doppi di questa corrispondenza sono dati dalle 
equazioni 


e sono in numero di 2’'“'. li questa manifestamente, nello spazio projettivo generale 
che consideriamo, la notissima corrispondenza steinerianu, o quadratica. 

Prescrivendo agli n rappia'ti eguali (10) il valor comune 



s’individua una serie speciale di coppie della corrispondenza, serie che genera di nuovo 
il luogo steineriano. Questo luogo, rispetto alla corrispondenza in discorso, e eviden- 
temente coniugato a se stesso. 


§ 6. — Modificazioni dovute alPipotesi euclidea. 

La condizione analitica dell’ipotesi euclidea è tutta contenuta nell’equazione 

A ~ o ^ 

cioè nella supposizione che la forma quadratica 9 abbia il discriminante nullo. È noto 
che in questo caso la funzione quadratica <I>, reciproca della precedente, è il quadrato 
perfetto d’una forma lineare che si può rappresentare [cfr. il § 3, eq. (7)] con 

+ ••• + 



50] CONSIDERAZIONI ANALITICHE SOPRA UNA PROPOSIZIONE DI STEINER. 


65 


e che, eguagliata a zero, rappresenta il luogo (lineare) dei punti airinfinito. In questo 
medesimo caso, avendosi [per le citate equazioni (7) del § 3] Tidentità 


d 9 
doi 


-f- u “f- • * • + ^ 


^9 


= o 


qualunque siano le ^ ... , si ha fra le derivate della funzione 9 T equazione 

identica 


00 


89 





Ciò posto, nell’ipotesi che consideriamo, l’equazione ( 6 ) del luogo steineriano diventa 


H 



cioè si scinde in due fattori, dei quali il primo, eguagliato a zero, rappresenta il piano 
all’infinito (circostanza già preveduta nel § 3), mentre il secondo dà luogo all’equazione 


(12) 


[ ^2. <^2 I 




di grado eguale al numero di dimensioni dello spazio che si considera. Talché, ove 
si prescinda dal piano all’infinito, l’ordine del luogo steineriano scende d’un’unità, men- 
tre la classe deU’inviluppo steineriano non varia, giacché resta invariata l’equazione (5) 
che lo rappresenta. 

Nel piano euclideo il luogo steineriano è dunque^ esclusa la retta all’infinito, una 
conica determinata, circoscritta al dato triangolo *). Nello spazio euclideo il luogo an- 
zidetto, escluso il piano all’infinito, è una determinata superficie di terz’ordine, conte- 
nente i sei spigoli del tetraedro dato **). 

L’annullarsi del determinante J fa cessare la reciprocità polare (8) fra piano (u) 
e punto (y). Infatti dalle equazioni (8), in causa della (ii), risulta 


k (ccj^ 4- 4- ... 4- x^yj = o , 


*) Lasciamo al lettore il dimostrare che questa conica è una circonferenza, cioè che passa pei due 
punti rappresentati da cp = o. 

**) Intorno a questa superfìcie, già molto studiata e che è la reciproca di quella di Steiner, si 
può vedere fra altri uno scritto del Dott. Eckardt (testé disgraziatamente rapito alla scienza), nel 
t. V dei Mathematische Annalen (1872). La proprietà steineriana vi è mentovata nel § 3. Cogliamo que- 
st’occasione per notare che parecchi dei teoremi di Eckardt erano già stati dati da noi, in una Nota 
inserita fin dal 1863 nel t. I del Giornale di Matematiche (oppure queste Opere, tomo I, pag. 73) dal 
titolo : Estensione allo spazio di tre dimensioni dei teoremi relativi alle coniche dei nove punti. 
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talché, qualunque sia il piano (li)^ purché non coincida col piano (a) airinfinito, il suo 
polo (3;) giace sempre nel piano (a). I punti (y) fuori del piano (a) hanno tutti un 
solo e medesimo piano polare, che é lo stesso piano (a) ; mentre quelli di quest’ultimo 
piano hanno un’infinità di piani polari. Ne risulta che, nella geometria euclidea, la re- 
ciprocità polare, che nel § 5 dimostrammo sussistere generalmente fra il luogo e Fin- 
viluppo steineriano, va totalmente perduta, e con essa la possibilità di dedurre le pro- 
prietà dell’ una figura da quelle dell’altra. 

L’equazione (5) dell’inviluppo rimane inalterata, come già notammo, nel grado e 
nella forma: nondimeno anche qui interviene una particolarità importante. Ridotta a 
forma intera, quell’equazione può scriversi cosi 

x;— 5 ^ 5 <p ^9 do d 

^du^dti^ dii„ du/du^ 

dove la somma indicata nel primo membro risulta dalla permutazione circolare degFin- 
dici I, 2, ..., n. Derivando quest’equazione rispetto ad una qualunque delle variabili 
Uy il numero minimo di fiittori 

59 5 9 d 9 

che entrano nei vari termini, scende da n — i ad ìi — 2\ e scende similmente d’im’u- 
nità ad ogni derivazione ulteriore. Quindi dopo // — 2 derivazioni parziali il numero 
minimo di tali fattori c ridotto ad uno. Ne consegue die le coordinate a del piano 
all’infinito, le quali annullano simultaneamente quelli // lattori, stxldisfanno tanto 

all’equazione dclFiiiviluppo quanto alle sue derivate parziali fino all’ordine (//-• ~2)-esimo, 
ossia che il piano alFinfinito é un piano (// — i)"[)lo delFinviluppo. Dunque, nell’ipo- 
tesi A = Oy Finviluppo steineriano, oltre quelle singolarità che gli coin))etono in ogni 
caso (e che possiede sempre quando ;/ ^ 3), ne acquista un’altra, cioè un piano tan- 
gente (/z — alFinfinito. 

Nel piano euclideo, per esempio, Finviluppo steineriano, che è di terza classe, ac- 
quista una tangente doppia (i cui punti di contatto sono i punti ciclici 9 = o), talché 
la curva inviluppata scende dal sest’ordine al quarto (ed è una trasformata omogra- 
fica della nota ipocicloide tricuspidata). 

La corrispondenza (io) non ha luogo fra punti presi nel ramo (12) del luogo 
steineriano completo, ma fra punti di questo e punti del ramo posto alFinfinito: in- 
fatti il luogo (12) non è che il trasformato del piano alFinfinito secondo la legge di 
corrispondenza (io). 

Quanto alla corrispondenza (9)^ , essa cessa d’essere generale , in causa della re- 
lazione identica (ii). 
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S 7- — Di alcune ulteriori proprietà del luogo steineriano. 


Per dare un esempio semplicissimo delle considerazioni che si possono istituire sui 
luoghi e sugli inviluppi steineriani generali, ripigliamo l’equazione (6), che scriveremo 
nella forma 


(13) 


X 5<I» 

110^ 2 3 n 12 ni 


e continuiamo a servirci della fraseologia relativa al caso di n = essendo agevole 
a concepirsi, più che ad esprimersi con brevità, il senso generale degli enunciati. 

Se si fa neirequazione (13) — o, si ottiene 


3 <I> 


X, = 0; 


quindi il luogo steineriano contiene le intersezioni di ciascun piano fondamentale con 
tutti gli altri, ed eziandio col piano polare del punto fondamentale opposto. 

Derivando l’equazione (i 3) rispetto ad una qualunque delle il numero minimo 
dei fattori ... x^ che entrano nei vari termini (considerando come fattori indi- 

pendenti le derivate di <I>) scende da n — i ad 72 — 2; e scende similmente d’ un’u- 
nità ad ogni derivazione ulteriore. Quindi dopo n — 3 derivazioni il numero minimo 
di tali fattori è di dii&. Ne risulta che eguagliando a zero n — i delle n coordinate 
X, si soddisfa tanto all’equazione del luogo, quanto alle sue derivate parziali fino al- 
l’ordine (n — 3)-esimo, ossia che ogni punto fondamentale è un punto (72 — 2 )-plo 
del luogo. 

In generale, si soddisfa aU’equazione di questo luogo ed a tutte le sue derivate 
fino airordine r-esimo eguagliando a zero ogni gruppo dì r -|- 2 coordinate. Queste 
proprietà si conservano anche quando, per essere A = 0, l’ordine del luogo scende 
d’un’unità. 

Troviamo Tequazione del cono inviluppante il luogo steineriano nel punto fonda- 
mentale (72 — 2 )-plo opposto al piano x^ = o. Per tal uopo scriviamo p , px^, . . . , 
, •••, p^„ in luogo di A,, A,, A^_,, A,^,, A„, dividiamo 

l’equazione risultante per , e facciamo poscia p = o ; troveremo facilmente per 
risultato 






a. A 

-j. I [ 

X 


j ^nn^tn 


= 0 , 


equazione indipendente da , che rappresenta il cono cercato, d’ordine eguale al grado 
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di molteplicità del punto, e contenente tutte le rette principali concorrenti nel punto 
multiplo (quando n ^ 3). 

È agevole riconoscere che, se neirequazione 


(14) 


il., il. 


X X X 


' = o, 


si moltiplicano tutti i termini per e si la poscia = o, si ritrova precisamente Te- 
quazione precedente, moltiplicata per la costante Dunque Pequazione (14) rappre- 
senta un luogo d'ordine n — 2 , la cui intersezione con ciascun piano coordinato è 
identica a quella di questo stesso piano col cono inviluppante il luogo stcineriano nel 
punto multiplo opposto al piano stesso. Nel caso di n = 4 il luogo (14) c una qua- 
drica; nel caso di n= 3 esso è una retta, nella quale stanno i tre [>unti in cui cia- 
scun lato del triangolo fondamentale è incontrato dalla tangente alla cubica steineriana 
nel vertice opposto. Secondo la corrispondenza steineriana (io), al luogo (14) corri- 
sponde il luogo di second’ordiue 

(mL 


passante per tutti i punti fondamentali. 

L'inviluppo steiiieriano possiede pro])rietà reciproclie alle precedenti, relativamente 
a quel tetraedro che e coniugato col tetraedro fondamentale rispetto alla quadrica asso- 
luta: ma la loro rappresentazione analitica non è egualmente senii)lice. 

Noteremo tuttavia che anche i piani fondamentali a[>panengonc) alTinviluppo stei- 
neriano (come risulta dal supporre nulle, neircquazi<* ;e di questo, tutte le coordinate 
meno una), c che questa proprietà ha, alla sua volta, riscontro nel contatto del luogo 
stcineriano coi piani del tetraedro coniugato, la qual cosa è meno tacile a riconoscersi 
direttamente suircquazione del detto luogo. 

Quando A —■ o, hanno luogo le stesse proiìrieià, insieme Ci)n altre, peculiari a 
questo caso, le quali, per ìi 4, sono esposte negli scritti citali in una nota del pre- 
cedente, ed in altri moltissimi. 


§ 8. — Sviluppi analitici relativi al problema piano. 

Avremmo voluto completare la presente ricerca collo studio delle diverse ligure 
steineriane coniugate (luoghi ed inviluppi) che nascono dal Lir variare il tetraedro fon- 
damentale, mantenendo invariabile la quadrica assoluta : ma poiché ciò avrebbe sover- 
chiamente allungato lo scritto e portata Finvestigazione sopra subbictti troppo remoti 
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dallo scopo precipuo di esso, qual fu accennato nel proemio, ne lascieremo la cura ad 
altri cui paresse interessante il trattenervisi. 

Non sarebbe neppure neirindole di questo scritto Tentrare nella trattazione di casi 
particolari, e specialmente di quello del piano {n = 3), pel quale d'altronde la teoria 
delle curve di terzo grado somministra tutti gli elementi desiderabili. Vogliamo tuttavia, 
prima di terminare, accennare, per questo caso semplice, le forme sotto le quali il me- 
todo da noi tenuto presenta le equazioni delle curve steineriane, tanto più che esse ci 
faranno riconoscere una proprietà alla quale forse si perverrebbe meno agevolmente 
per altre vie. 

Riprendiamo dunque le segnature adoperate nel § i, e scriviamo l'equazione del- 
l'inviluppo steineriano sotto la forma ad esse rispondente, cioè 


(151 


au bv cw 

$9 '3cp*8cp 
dii òv òw 


Ponendo, per brevità, 
si hanno le identità seguenti : 


P = 


U V . w 


d 9 
dii 


b'c'{p 


^a'b'{l 


89 

dzv 


A' u \ 

B^v \ 

a'yc') ' 

Cw\ 
a'b'c') ' 


dove le lettere A, B, ecc. rappresentano i 
ecc. nel discriminante di 9 

I a 


complementi algebrici degli elementi 
c' b' I 




^ = 


b' a' c 


In virtù di queste relazioni l'equazione (15), liberata dai denominatori, prende la forma 
seguente : 

— a'^b'^c'^p(4- + 17- + -f-ì 

\a u b v c w/ 


= A' B'C a a' B' C -j- b V C A' ^ c c' A’ B' . 
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Ora la costante del secondo membro, espressa per le sole a, b, c, a\ b\ c\ prende 
la forma 

+ 2abca'h'c' — hcb'\''^ — cac'^a^ --- abin/^; 

se dunque si pone 

I I I 

a c* y 


V = i 


I I I 

i T V 

I I I 


la costante suddetta può scriversi più concisamente così : 

a h c a ' b' ' c' ' v > 


talché requazione deirinviluppo steineriano prende la i'onna se^mente : 


{v + y + 7 ' ) ( Vn + W v + fV ) + 


a h c V 


Passiamo ora al luogo steineriano. 

Primieramente si può notare che, nel caso di cui ci occupiamo, relimiuazione di- 
retta delle Uy Vy lu fra le tre equazioni (^) conduce subito alla forma semplicissima 

(16) {ay — c' x)(hi— a’ v) (c x - h' (,i ~ h' x) (h x o. 


Ma se si }irende ^equazione del luogo sotto la forma in cui è oiferta dalla (6), cioè, 
cogli attuali simboli, sotto la forma seguente 

a(Ax C y + IV 7^ b(Cx By c{lV x ~j~ A' y -f- C':^) __ 

V ^ 

si può ridurla ad una lorma analoga a jpiella dianzi trovata per rinviluppo. Intatti essa 
si può scrivere dapprima cosi : 


. b{A'i+Cx) 

y \ 


A — a A — h B — c C, 


ed anche in quesPaltro modo : 
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(^' B'C' + a fl' B'C-\-b b' C' J' + cc' A' B') . 


L’ultima quantità fra parentesi è quella stessa di cui abbiamo precedentemente calco- 
lato il valore, ed espresso con 

abca'^b'^c'^; 

dunque, finalmente, l’attuale costante del secondo membro può scriversi cosi 

abca'^b'^c'^àv 

A'B’C 


Di qui risulta che all’equazione del luogo steineriano si può dare la forma finale 


(16), 


X , y I Z\/ ^ I ^ t ''\ abca'^b'^c'^A^ 

VZ7 ~^CY/ A'^B’^C'^ ~ 


L’ispezione delle due equazioni (ij)a) (16)^ mette di nuovo in evidenza il fatto 
che quando A = o, cioè quando la conica assoluta si risolve in un pajo di punti, il 
luogo steineriano si risolve in una retta 


ed in una conica circoscritta 




+ ^ + 


c 


0 


a 


+ 


b 

B'y 


+ 


C'r; 


0, 


retta e conica passanti entrambe pei due punti (p = 0 , come facilmente si dimostra. 
Invece Fin viluppo steineriano (15)^ non si risolve; ma, come pure si dimostra con un 
calcolo un po^ più prolisso, acquista una tangente doppia, (§ ^), i cui due punti di 
contatto sono ancora quelli dati da 9 = 0. 

Ma le suddette equazioni (15)^, dimostrano ancora un altro fatto più sin- 

golare, e cioè che quando si ha invece y — 0, tanto Fin viluppo quanto il luogo si 
decompongono, il primo in un punto ed in un inviluppo di seconda classe, il secondo 
in una retta ed in una linea di second’ordine. La condizione y = o esprime che la 
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conica 


u'‘ , , ZVW , 2WU . 2UV 

1- + — + ” + “ + — +T^" = ‘’ 


si risolve in un pajo di punti; ma quali sono questi punti? e quaPè la condizione cui 
deve in corrispondenza soddisfare la conica assoluta 

au^ -f- bv^ cw^ 2 -j~ ^b'wu -f- 2c' uv = o ? 

Ecco una questione che sarebbe interessante a risolversi. 

Finalmente le equazioni (15X, permettono di studiare il luogo e Finvìluppo 

steineriano come risultanti dalla coesistenza di due serie proiettive, cioè un fascio di 
rette ed un fascio di coniche rispetto al luogo, una schiera di punti ed una schiera di 
coniche rispetto a IPin viluppo. 



LI. 

INTORNO AD ALCUNE QUESTIONI DI ELETTROSTATICA. 


Tteti^iconti MectXe Istituto JOombctTdOf serie II, volume X (1877), pp. 171-185. 


È noto che Sir W. Thomson fece conoscere da lungo tempo, in alcune lettere 
dirette al signor Liouville e pubblicate nel Journal de Mathématiques *), la legge di 
distribuzione delFelettricità in equilibrio sulla superficie d^una calotta sferica isolata. 
Questo risultato non era allora accompagnato da una dimostrazione esplicita, ma TAu- 
tore accennava Tartifizio ingegnoso con cui lo aveva dedotto dalla legge di distribu- 
zione sulla stessa superficie posta in comunicazione col suolo sotto Finfluenza d^un 
punto elettrico collocato sulla calotta complementare ; legge alla quale egli era perve- 
nuto, col suo principio delle immagini, mediante la conoscenza (dovuta a Green) della 
distribuzione elettrica sopra un disco circolare isolato. 

Di queste ricerche giustamente ammirate **) lo studioso può ora seguire perfet- 
tamente il filo colla scorta del volume pubblicato da Sir W. Thomson nel 1872, sotto 
il titolo di Reprint of Papers on EUctrostatics and Magnetism. In questo volume, oltre 
la collezione ordinata di tutte le Memorie pubblicate già dalF Autore intorno a questi 
argomenti, si trova sotto il n'’ XV (pp. 178-191) un articolo inedito, portante la data 
del 18^9, e contenente il completo processo dimostrativo delle forinole pubblicate nel 


*) Tomo X (1845), pag. 364; tomo XII (1847), 256. 

**) Il signor Clerk Maxwell, alla pag. 221 del tomo I del suo insigne Treatise on Ehctricity 
and Magnetism (Oxford 1873), si esprime in proposito: «I am not aware that a solution of thè 
problem of thè distribution of electricity on a finite portion of any curved surface has been given by 
any other mathematician » . 
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1847, aggiuntavi la determinazione della distribuzione elettrica sopra una calotta sferica 
posta in comunicazione col suolo sotto riniluenza d\in punto elettrico collocato do- 
vunque *). Alla fine di questo articolo rAutore nota il caso particolare in cui la ca- 
lotta sferica si riduce ad un disco circolare posto sotto riiifluenza d"un punto elettrico, 
trascrive la formola delle corrispondenti densità superficiali, la la seguire da una ta- 
voletta numerica illustrativa, e conclude cosi : « It wcaild he interesting to continue 
thè analytical investigation far eiiough to deLenninc thè clectric potential at any point 
in thè neighbourhood of a disc electrilìed under iniluence, and so to illustrate further 
than is done by thè iiuinbcrs and fornuilae already obtained tlie theory of electric 
scremSy and of Faraday’s celcbrated imlucìion in cuìtclI lines ; but I am obligcd to 
leave thè subject for tlie present, in tlic hopc tliat oilicrs niay he indiiccd to take it up ». 

Questo desiderio deircniinentc professore di (Jlasgow era già stato soddisfatto 
dal signor Lipschitz, il quale, negli anni e 6ci, senza punto conoscere i risultati 

contenuti nelle celebri lettere a Liouvìi.li*., ave\a stabilite lutte le ibniadc relative al 
disco circolare ed alla calotta sferica, in due iitaevcdi Meinuric inserite nel tomo 58 
del <( Journal fiìr die reine nnd angewandie Matheinatik »; e, più tardi, venuto in cogni- 
zione dei metodi thonisoniani, aveva dedicate all’appliùizit'ne sistcn atica di tali metodi 
due altre elaboratissime Memorie, nel tomo 61 del mcdesiim» (i:ernale, nella prima 
delle quali dava nuovamente la soluzione cenij>Ieta dei ja'uldemi in di:.cor.so. (!iò non- 
dimeno ho creduto non del tutto imitile ri;:’ J. ire lo studit» ui queste qui?aioni, traen- 
done arvy)inento in i;.pccie dalle savie on .crvazioni «.bc il prol. It-.lioi esjioneva fin dal 
1856 in un breve articolo pifonlicato nel tono IV del Nuovo (iimento; osservazioni 
che furono recentemente con molta oi>portimiià ricordate da! proi. in una 

Nota letta alla R. Accademia dei Lincei ed in altra conamicala a questo R. Istiiuio 
nella seduta dellbS IcOhrajo scorso, a proposito di oi^hiczioni vecchie e nm ve alla teoria 
elettrostatica di Lolu.omb c di Poissow ^ A tutto rigore iemilicuì, dice il Iù-lici 
( pag- 274), ogni disaissione è vana nei diversi casi, se non è acconijiagnata da esatte 
misure e daira[)plicazi()nc del calcolo ». 

Ili questa Nota espongo dunque un proces ,0 il quale conduce, in modo semplice, 
alla dctermiiia/ioiie completa delle circosian/.e relative airiudiizionc p^rovocata sopra un 
disco circolare perlettaineiite conduttore da azioni eiettriche i!iili\ simnieiriche intorno 
alhasse del disco. lì qucsio per certo un problema molto particolare; ma la trattazione 
di esso mi pare già abbastanza atta a somministrare clementi utili alla di:.cussione, nel 
senso desiderato da Thomson, da lùujci e da Cantoni. 

Il processo di cui laccio uso si fonda sopra un importante teorema, dovuto al 


*) Questi risultati sono riferiti anche dal Maxwei.l (ibid., pp. 222-223}. 
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prof. Dmi, e stabilito da questi in una Nota che fa parte del tomo II, serie II, delle 
Memorie della R. Accademia dei Lincei per il 1875 (p^g- ^8^) *). In virtù di questo 
teorema Fespressione 




21: a 



f(^s)d\ 


dove il limite inferiore X è la radice positiva dell’equazione 5 = 0, posto 


, _ j f__ _il 

-f- X’ è’ + X’ X’ ’ 

rappresenta il potenziale sul punto qualunque (x, y, x.) d’un disco ellittico di semiassi 
a t b, nel quale la densità superficiale relativa al punto (x, y, 0) è data da 


(0 

dove 




Yt T 


? 


t = I 




Applicando questo teorema al caso d’un disco circolare di raggio a, se ne deduce 
che il potenziale d^un tal disco è 

( 2 ) F = 2 717^^ 

dove 

(2)„ . 5=1— — -fr , » = Vx^ + y", 

qualora la densità A, variabile soltanto con u, sia data dalla formola (i), nella quale 
ora si deve porre 


rm ^ 

Ji + 


Incomincierò col dimostrare che, pur lasciando indeterminata la funzione /(5), si 
può sempre trovare un’espressione analoga alla (2) e rappresentante una cert’altra 
funzione W tale che, eguagliata ad una costante arbitraria, definisce (in ciascun piano 
passante per l’asse del disco) il sistema delle linee di forza corrispondenti al poten- 
ziale F. 

A tal fine rammento che, per essere F una funzione di ti e di ;( la quale soddisfa 


') Veggasi rOsservazione alla fine della presente Nota. 
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airequazione 


d 

du 


/ dF\ . a / dF\ 


esiste necessariamente una seconda funzione ÌV, il cui differenziale esatto è dato da 

'dV 


dW=u 


(' 


di 


lì li, 


5 




funzione la quale, eguagliata ad una costante, rappresenta appunto le linee di forza, 
perchè Tequazione differenziale di queste lince è 


du \ - 


dV dV 

du'dx. 


Trattasi dunque di determinare questa nuova funzione. 

Si distinguano, per chiarezza, colla caratteristica i difterenziali presi secondo le 
linee di forza, e si denoti con la radice positiva deirequazione s = o. Si ha per- 

tanto 


?> 



^ A/' V) 

d n "7 <? '+T 


Ora se, dai secondi membri delle due equazioni ricavate dalla (2),, 

\ ^ / «'''A __ni<hc\ 
7 “ “V /’ 


"(ai*" 


<5^ 

a li 


ds . n ' 5;^- “I 

ax - X-. J’ 

si eliminano u e u mediante ^equazione (2)^^ e la sua diiFerenziale presa tenendo 
costante \ si ottiene 


/ds 


talché si può scrivere 


ds 
a u ^ 

ds 

di 


) = 2(. -. + '«)*,+ 


2 A 








51] 


INTORNO AD ALCUNE QUESTIONI DI ELETTROSTATICA. 


77 


Dunque alla prima parte deirespressione di S /F si può dare la forma 

cosicché, se f(^s) prende un valore finito per s = i, questa prima parte si riduce a 


2 TU 




di 2%a^f(o) 


h- 


Per calcolare la seconda parte di S fF si osservi che, avendosi 


k I 


u^u 


-4- 1^ 

se per un momento si pone 


si ha 

Di qui si trae 


; + T [o?W- + = (' + > 


f/ = 7, 




r.5X_£l±2s 


« / A S ^ _ _L _ “'n \ 

'àu H\ r/ 

donde, eliminando ii c Sm mercè requazione in 7^ e la sua differenziale, 




r 7 ■ 


Pertanto la seconda parte di S PF prende la forma 
e sommata colla prima dà 

«3 /7 "X X 1 

[iKÒÌ ■^ — 2% ifCo) , 




ossia finalmente 
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La cercata funzione W può dunque rappresentarsi con 

(3) 

dove il limite inferiore \ ò, come nella formola (2), la radice positiva delF equazione 
5 = 0. 

La funzione f{s), che entra nelle forinole (i), (2), (3), può essere determinata 
in modo che il potenziale V prenda in ogni punto del disco gli stessi valori d’una 
funzione data, purché questi valori non dipendano che dalla distanza dal centro, cioè 
da u. 

Infatti, se si chiama la funzione che rappresenta i valori prescritti a V nei 
punti del disco, tale condizione si esprime facendo contemporaneamente neirequazione 
(2) :( = o, V — Ponendo 

ir 


¥ 


vSi trova cosi 

?(") = 2 

0 meglio 

?("■) 

dove si è posto [ler un inonicnto 


a- + r ■ 

? 

n 

/ rr'O-’ 

(■--,? 

.a ^ 

Li ly 

r 

F(<h<)d<) 

~ - 1 

-0' ’ 


L/O 




Ora, per un noto teorema circa rinversionc degli integrali deiìniti, dalTequazione an- 
tecedente (ammessa la derivabilità di o) si trae 


/•■(») 



o'(0u)d0 

Vi - O-’ ’ 


dunque, riponendo la funzione f al posto della F, si ha 



dove l ed u sono sempre collegate dalla relazione (i),,. 

Le equazioni (i), (2), (3) e (4) permettono di risolvere completamente il pro- 
blema enunciato al principio. 

Infatti sia P(w, 1) il potenziale delle forze che emanano dal sistema elettrico dato. 
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simmetrico intorno all’asse e sia V (u, :() il potenziale incognito delle forze che 
emanano dalFelettricità provocata per influenza sul disco posto in comunicazione col 
suolo. Il potenziale totale P F deve ridursi a zero in ogni punto del disco, cosicché 
ivi la funzione F deve prendere gli stessi valori della funzione 

900 = — -PC"), 

designando con P(m) il valore di P(u, :^) per ;<: = o, u ^ a. Introducendo quest’ipo- 
tesi neU’equazione (4), se ne ricava la forma che deve avere la funzione / (s), e con- 
seguentemente si hanno dalle equazioni (2), (3) le due funzioni P V , 2 + 
dove 



che fanno conoscere il potenziale e le linee di forza del totale sistema elettrico *). 

Per determinare la densità elettrica sulla superficie del disco, giova considerare 
per un momento questo disco come un corpo a tre dimensioni, alla cui superficie e 
nel cui interno la funzione P + ^ Ili un valore costante (uguale a zero). Detta n la 
direzione della normale esterna in quel punto della superficie ove la densità è p, si 
ha dunque 

’ ^ . TU \ 3 7 z ò n / 

Riducendo ora il corpo ad una semplice superficie, chiamando ?/, n' le direzioni op- 
poste della normale in uno stesso punto (/i) di questa superficie, e p, p' le densità 
sulle due fiiccie corrispondenti in questo punto, si ha 



Ora la quantità /^, determinata dalF equazione (i), c legata a V dalla relazione 

2% d n 

(perchè nelle forinole del prof. Dini V è considerato come potenziale di forze attrat- 


*) Queste linee di forza si considerano soltanto nello spazio in cui P = o. Se il potenziale P 
procedesse da masse estese in tre dimensioni, le equazioni delle linee di forza nello spazio occupato da 
esse dovrebbero calcolarsi altrimenti. 
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live emananti da uno strato unico), «quindi si ha tlnalmente 


( 5 ) 

e di qui 



L .i_ 

1 _ J 

2 4 TT è ’ 


P + P' — — 


I ÒP 

2 7: d il 


Rispetto alla quantità totale, d’elettricità indotta si jìuù dunque considerare il disco come 
una superficie semplice, di densità uguale a —kQi). La distinzione dei valori di p e di 
p' serve a confrontare fra loro le densità elettriche sulle due fiiccie opposte del disco. 

Chiamando li la quantità totale di elettricità indotta, si ha dairequazioiie (i), per 
essere 2 % ii d u = — t: d /, 



o più semplicemente, per note riduzioni, 


U 


1 I 


/(/),:/ 


Sostituendo in 0|Uesc’cquazione il valore (qj di jit), si lia 


li rrr - 

a 

0(0) r -i- /■ 


/"S'gl 


7 

L J.. r 1 -■ t J 

I i -- 

. ! J 1 — O j 


ossia, [)er la relazione e per le stesse riduzioni acv^eiimue di.inzi, 


od anche 
(0 



r- Piu )Hdn 
/„ l,/-' — «■' 


lale ù la lorniola che esi^rinie Li vju.mntà ti'udc di eleitricità indotta sul disco in 
comunicazione col suolo dalle forze elettriciìe :1 cui potenziale è P(//, *). 


*) Questa iorniola può dedursi dircttniiìei.u- dal te, aeiua di CntHHN. o, cerne liri notato il signor 
LirscHiTz in una ricerca analoga (Journal fur die reine i;ikì an;i,e%vandtc Matbetn.itik, t. LVIII, 
pag. 154; t. LXI, pag. io), da quello che CIauss accenna nei ter/.n capoverso deìPart. 19 della cele- 
berrima Memoria Alliicìiieine Lebriiàt^e, etc. 
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È facilissimo modificare il processo esposto, in guisa da adattarlo al caso che il 
disco, anziché esser posto in comunicazione col suolo, sia isolato e possegga una ca- 
rica data £■, . Infatti, per un disco isolato, alla carica E^ — E corrisponde, come è 
noto, la densità 


(7) 


E. -E 


su ciascuna delle due faccie, ed il potenziale 


(7)a 



a 

arctg-y-. 


dove X è sempre la radice positiva dell’equazione s = o. La funzione corrispon- 
dente a questa è 

(7). 

Ne segue che il potenziale del sistema totale è in questo caso : 

l’equazione delle linee di forza : 

Qj^W^ IV^ = cost., 
e la densità sulla faccia («) e sulla opposta : 

P + Pi? P' + Pi- 


li valore costante del potenziale nei punti del disco è eguale non più a zero, ma a 


(7)c 


2a 


Per fare un’applicazione dei risultati precedenti, e per averne al tempo stesso una 
verificazione, suppongasi che il sistema inducente consista in un unico punto elettrico 
-f- I, posto sull’asse alla distanza C dal centro del disco. Collocando questo punto 
dalla parte delle x. negative si ha in tal caso 


( 8 ) 




<2=- 




4- 


(^{u) = — p(y) = 


I 


BELTRA.MI, tOmO IH. 


II 



82 


INTORNO AD ALCUNE Q.UESTIONI DI ELETTROSTATICA. 


epperò *) 


_ ?e — 


A tal uopo basta applicare questo teorema ai due potenziali P V et;, detto v 
quel potenziale del disco isolato che prende il valore i nei punti del disco stesso, donde 


epperò 




7 ? - 0 ' 




L’equazione (4) dà quindi 
donde, per la (i)„, 

(8L 


/(O = 




C ’’ — “'0 


Sostituendo questo valore nella forniola (1) ed intef^raiuìo, si trova 


+ CO ' 




dove i radicali (qui come dovunque) sono positivi e Tarco c preso nel ])rimo qua- 
drante. 

Coll’ajuto di quest’espressione particolare di k[u)^ ovvero colla forinola (6), si 
trova, per la totale carica indotta, 


a 

are tg-^^ , 


donde si conclude che : la carica lotalc imloitii supru na disco circolare comunicank col 
suolo da un punto dell rico collocato siiirasse del disco^ è di se^^ìio contrario alla carica 
inducente^ e sta a questa coinè rantolo sotteso nel punto indiiccnie dal dianielro del disco 
sta a i8o° **). 


*) Gauss, W'erke, t. V (1867), pag. 221. 

**) Il trovato valore di — E k eguale a quello che prende v (cfr. la nota precedente) nel punto 
inducente : ciò è conforme alla regola generale indicata dal signor Lipschitz nei luoghi citati. 
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Sulla faccia del disco rivolta al punto inducente si ha 


òn 

quindi dade formole (5), (8)^ si ricava 




(»■ + vf 


3 5 


P l- 
P' 


ovvero 


(8). • 


P' 






P = P' - 






2 TC (w‘ -[“ ' 


Questi valori sono in perfetto accordo con quelli dati da Sir W. Thomson, alla 
pag. 190 del citato volume Reprint of Papers^ etc. 

Dette e, e' le cariche totali sulla faccia rivolta al punto inducente e sulla faccia 
opposta, rispettivamente, si ha 

. , r' / y udu C 

e.-\-e. — E, c — e — — K I r — w 2 , ri 

Jo + e)" ^ 

Ma, chiamando U l’angolo sotteso dal diametro del disco nel punto inducente, si ha 


donde 


a a 

y = tg-, 

e — e = — 2 sen — , 

4 


eppero 

(8), E= — —, s= — sen* , e'=sen*-- — - 

^ Tt 4211: 42TC 

Coll’ avvicinarsi del punto inducente al’ disco, queste tre cariche tendono rispettiva- 
mente verso i limiti 

— I, —I, o. 
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Il valore di p', (8)^, si può scrivere cosi 
r 


, : + 

p^_| ^ ^ 

+ ’ -T^ J 


dove si è posto 

(8). 


Po = 


2^“0r + 'O|/.? 


La quantità che sussegue a — in quest’espressione di p' è finita in tutti i punti del 
disco; all’incontro la quantità designata con ù infinita lungo Torlo, ed equivale alla 
densità di quella distribuzione in equilibrio sul disco isolato e sottratto all’induzione 
che corrisponderebbe ad una carica totale 


( 8 )/ 


E„ 


2(1 i 


sen 11 


^ 0 '^ + ^0 


carica il cui valore c sempre minore del valore assoluto di IL Dunque la distribuzione 
elettrica indotta sul disco comunicante col suolo può considerarsi come [prodotta dalla 
sovrapposizione di due, Tuna di carica totale — costituente uno strato in equilibrio, 
l’altra di carica totale E -f- h\^ colla densità p p,.^ sulla faccia rivolta al punto indu- 
cente e p' + p^ sulla faccia opposta. 

S’inimagini ora che il disco, in istato naturale ed isolato, venga sottoposto alTin- 
duzione d’una carica (/ condensata nel solito j)iinio. La distrilnizione elettrica provocata 
sovr’esso per inlluenza si può considerare, in base alTosservazione teste fatta, come ri- 
sultante dalla sovrapposizione di due: Tuna di carica totale (eteronima alTinducente) 


(j (il ~ sen 12) 


e di densità finita in ogni punto, e propriamente di densità 

li? “1“ Po) (eteronima) sulla faccia rivolta al punto inducente, 

(/(p'-j-pj (omonima) ;; opposta » ; 

l’altra (omonima alTinducente) di carica totale 

y(i> — seni») 

7w 

e costituente uno strato in equilibrio (come se non esistesse induzione alcuna), strato 
pel quale la densità è sommamente grande nelle parti vicine all’orlo ed ù (teoricamente) 



INTORNO AD ALCUNE QUESTIONI DI ELETTROSTATICA. 


85 


51] 


infinita lungo Torlo stesso. Nelle condizioni pratiche d’ogni esperimento è chiaro che 
la dispersione deve tendere a dissipare quesTuldma carica, e che, nel supposto d"una 
carica inducente costante e d^un perfetto isolamento del disco, lo stato elettrico di 
questo deve tendere verso uno stato permanente, nel quale la carica residua sarebbe 

q(iì — sen fì) 




cioè di segno contrario alVinducente *). In questo stato finale il valore costante del po- 
tenziale sul disco sarebbe 

sen iì 
2 a 


La stessa tendenza si verificherebbe nel caso che, dopo aver fatto comunicare il 
disco col suolo, si togliesse la comunicazione mantenendo costante Tinduzione. Infatti 
la dispersione lungo Torlo si prolungherà, fintantoché sia resa libera tanta elettricità 
di segno eguale alTinducente da produrre la carica f + corrisponde densità 

finita alTorlo. 

Ma c tempo di procedere alla determinazione delle funzioni V t W. 

Introducendo nelle equazioni (2) e (3) il valore (8)^ di f(J) si trova 


V - r 


Vi'k 




W 




Uh f 

^ Ji 


ossia 


za r°° '>dd'k 


■K 


if 






_ ^ r 
~ -ì: Jx 


{a^-^r)dl 




*) Ponendo / i- £^^=7]' ò evidente che qrf sarebbe la carica residua durante Tinduzione sulla 
faccia opposta al punto inducente. Questo coefficiente vj' è sempre positivo e, c^me rilevo da un cal- 
colo rapido, acquista il suo massimo valore 0,0577 fi == I03°.3i', cioè per = 0,7881. Nello stato 
permanente accennato sopra, l’elettricità diffusa sulla faccia opposta non può dunque giungere, nelle 
condizioni più favorevoli, che ad un diciottesimo circa della inducente. Per la faccia rivolta all inducente 
non v’ò alcun massimo : la carica di essa cresce costantemente coll avvicinarsi del punto inducente. 
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tiove si è posto 

(9) 


(7 


W ~j~ 


o 



> 


r' — r 


r essendo la più piccola ed r' la più grande delle due distanze del punto qualunquee 
Qu, ;(,) dai due poli (0, ^), (o, — C), il secondo dei quali è la sede della carica imdu- 
cente. Di qui si deduce coll’in teg lazione 


(IO) 


IV ■. 


ih (' 

r. rr' \ 


ii'T , 




live 


ttc . ^ aq'\ 


dove gli archi son presi nel primo quadrante e ^ c la radice positiva deirei|uaKÌorie 





I. 


Le quantità <7 e cr' possono considerarsi come coordinate individuanti il punto 
(?/, i), dal quale dipendono, per «essere le radici positive, rispettivamente maggiore e 
m inore, deirequazione 


ti 


n 


n 



I . 


Ksse sono i paranietri di due i aiuiglic crellissoidi c d’iperÌH)!oitii di rtita/ionc, coi fuochi 
comuni nei due poli. FonciKlo 7 ' - c'"’ invece di rì \ si possono esprimere hi W 

in funzione delle sole n\ i)s.‘-w"’ando che a è anche la radice positiva dcircqiuizionc 


(><>).. 


In ogni punto del piano ' 0 si ha 

r zr: i?-' 0 , 


eppero 


r/ - 

F - are tg -y ; 
T.r ^ Aa 


nei punti del disco stesso si ha inoltre X .r o, quindi 


r 


I I 


in armonia colla condizione prescrit ta P -f* V o. 
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Quando il punto (u, si allontana indefinitamente, "k cresce senza limiti, mentre 
c' non può mai superare C, quindi si ha 


lim (rV} = ^ are tg Hm . 


Ma dall’equazione (10)^ si trae per questo caso (ed è d’altronde evidente) lim -^ = i; 
dunque 

lim(rF) = -^arctg-J- = — = - £, 

't: Q TV 

come dev^essere. 

Nei due poli la funzione V si presenta sotto forma indeterminata, ma coi noti 


metodi si trova 






Per non eccedere i limiti di questa comunicazione, riservo ad altra occasione la 
più particolareggiata discussione delle formole trovate. 

Osservazione. — Le dotte ricerche istituite dal prof. Dini, nello scritto ricordato 
al principio di questa Nota, ebbero origine da un elegantissimo teorema pubblicato dal 
prof. Betti nel medesimo volume (pag. 262); teorema che può enunciarsi così: 
« Se in un ellissoide di semiassi a, b, c si distribuisce una massa M, colla densità h 
variabile secondo la legge 


h = 


M 




Tc^abe- 

il potenziale d’una tal massa è dato da 
V 


il 






dk 


cd' -\-k i;’ -j- 1 c’ 1 -j/ (a^ _j_ X) (ÌX )i) (c’ * 

dove il limite inferiore >. è eguale a zero od alla radice positiva dell’equazione 


+ + 


a^j^k ‘ F^k^ e -\-k 




secondo che il punto (x, ;() è interno od esterno alla massa. L^indicata distribu- 
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zione ha la proprietà che, facendo una proiezione parallela della massa ellissoidica sopra 
un piano qualunque, si ottiene sempre un’ellisse omogenea di massa M. In particolare, 
annullando uno dei tre assi 2 a, 2 è, 2 c nelFespressione di F, si ottiene il potenziale 
di una ellisse omogenea di massa Af, che coincide colla sezione principale perpendico- 
lare all’asse nullo ». 


m. 

INTORNO AD ALCUNE PROPOSIZIONI DI CLAUSIUS 
NELLA TEORIA DEL POTENZIALE. 


Rendiconti del Reale Istituto lonibardOf serie II, volume XI (1878), pp. 13-27. 


La ripubblicazione della Nota Monografia di Clausius sulla Teoria del potenziale, 
testé uscita alla luce in terza edizione *), con importanti aggiunte (§§ 37'5i) che la 
rendono sempre più atta a costituire un’eccellente introduzione allo studio delle opere 
consacrate di preferenza alle applicazioni di detta teoria (per esempio di quella del 
nostro Betti), ha riportato la mia attenzione su alcuni procedimenti analitici tenuti 
dall’illustre Autore e su quelli dei quali, in circostanze analoghe, mi sono servito nelle 
mie lezioni ed in alcune mie ricerche. 

Tutti questi procedimenti possono essere compendiati in due formule, la prima 
delle quali è 



dove, per conservare le segnature di Clausius, è un elemento dello spazio t al 
quale si estende il primo integrale; doj è un elemento della superficie co che limita 
questo spazio ed alla quale si estende il secondo integrale; n è la normale esterna al- 
l’elemento d(à; u è una qualunque delle tre coordinate rettangolari v, 3/, d’un punto 
dell’elemento di spazio dr o dell’elemento di superficie doy; e finalmente F è una fun- 
zione monodroma, continua e finita delle x, 3/, x. derivabile rispetto ad u. 


*) Die Potentialjunciion und das Potential. Ein Beitrag :(ur mathematischen Physik von R. Clausius. 
Dritte vermehrte Auflage. Leipzig, 1877, Barth. Le citazioni di pagine e di paragrafi si riferiscono 
tutte a questa edizione. 


beltrami, tomo IH. 
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Questa formula non perde la sua validità se la funzione F perde i caratteri suddetti 
in punti isolati dello spazio t non appartenenti alla superficie co *), purché per cia- 
scuno di questi punti esista un valore positivo e finito di per il quale la funzione 

r-^F 

[dove f è la distanza del punto {x^ :(), cui si riferisce il valore di F, dal punto 
singolare considerato] sia monodroma, continua e finita in prossimità del punto sin- 
golare e nel punto singolare stesso. 

La formola (I) serve, il più delle volte, a trasformare un integrale di volume in 
uno di superficie: ma può anche servire utilmente alla trasformazione inversa, o, più 
precisamente, a convertire un^espressione della forma di quella del secondo membro in 
un^ altra della forma di quella del primo. In questo caso è da avvertire che, entrando 
nel secondo membro soltanto i valori che F prende nei punti della superficie co, se 
della F del secondo membro son dati soltanto questi valori, rimane un grande arbitrio 
nella scelta della F del primo membro, poiché questa può essere una qualunque delle 
infinite funzioni dei punti di t che, possedendo i caratteri generici sufficienti alla va- 
lidità della formula, prendono nei punti di oj gli stessi valori della data. Che se invece 
la F del secondo membro é, per la sua natura analitica o per il suo significato geo- 
metrico, definibile in ogni punto dello spazio t, e se, come tale, possiede i suddetti 
caratteri, essa é atta senz’altro a realizzare la trasformazione inversa, senza natural- 
mente che cessi quel parziale arbitrio che nasce dalla suaccennata circostanza. 

Dalla formula (I) si deduce facilmente quest’altra più generale 

dove il segno di somma si riferisce ai tre valori u = t dove supporremo, per 

d G 

ora, F & G funzioni tah che risulti della stessa specie della F di poc’anzi. Da 

questa seconda formula si conclude che, se un integrale della forma 



(dove Fj, Gj, F^, G^, ... sono funzioni della specie di F, G) é nullo qualunque 


*) Escludo qui i punti singolari alla superficie, perchè la loro considerazione non è di grande 
importanza per Targoniento di questa Nota; non perchè siano assolutamente incompatibili colla vali- 
dità della formula. 
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sia la superficie chiusa co cui esso è esteso, T espressione 



dev’essere identicamente nulla; e viceversa, se quest’ultima espressione è identicamente 
nulla, il precedente integrale dev’essere nuUo per qualunque superficie chiusa. 

Ciò premesso, poniamo 


r = l/(x-x'y + 0> - y j + (:^ - 


e consideriamo l’espressione integrale 



che rappresenta la funzione potenziale sul punto (x, y, tì) d’un corpo omogeneo di 
densità /c, occupante lo spazio t' del quale dr' è l’elemento generico circostante al 
punto (x', y\ zi) *). Poniamo, come d’uso. 


A/p = 





— V— f 


e designiamo, quando occorra, con A', A' le espressioni analoghe formate rispetto alle 
variabili x', y'^ anziché alle x, 3;, 

Osservando che si ha identicamente 

= A:f = 

si può porre V sotto la forma 

''= t / 


Questo integrale di spazio si può convertire in uno di superficie, facendo nella for- 
mola (IJ, F = I, G — e si ottiene così 


(0 


V 


= t / 


ÌL 

dn' 


d oj\ 


È questa la forma che Clausius assegna alla funzione potenziale d’un corpo omo- 


*) Trovo opportuno di distinguere con un apice tutti gli elementi relativi al punto (x', y\ O- 
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geneo, nella prima Appendice alla fine del suo libro (pag. 1 67), e che venne anche ri- 
trovata fra i manoscritti di Gauss *). Se ne deduce 


A F 




d A r 


perchè le derivazioni rispetto alle x, y, x. n' sono permutabili**). Ma avendosi, 

2 

come s’è già notato, = — si può scrivere invece 


d 


2 



e quindi, in forza d’un notissimo teorema di Gauss (il Theorema quartum della Theoria 
attractionis^ etc. inserita nelle Memorie di Gottinga pel 1813), sul quale avremo occa- 
sione di ritornare più innanzi, si ha 

A^F=o, — 47r£^, 

secondo che il punto (x, :^) è esterno od interno ad o>, come Clausius deduce col 

calcolo diretto (pp. 167-169), 

Consideriamo ora le derivate di F. Prescindiamo per il momento dalPespressione 
(i) e risaliamo alla funzione potenziale primitiva. Da essa si trae 



e quindi, in virtù della formula (I), 


(2) 


dV . rdu'dcù' 

du ^ J dn' r ’ 


Le componenti dell’attrazione d’un corpo omogeneo vennero poste sotto questa forma 
per la prima volta e collo stesso processo da Gauss (Theorma tertium della citata 
Theoria attractionis). Per confrontare questa forma colle altre due considerate da 


*) Werlze, Bd. V, pag. 286. 

**) È inutile avvertire che si parla, per semplicità, di derivate rispetto ad mentre non si tratta, 
in generale, che di rapporti di variazioni corrispondenti. Cosi in altri casi analoghi. 
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[ìlausius osserviamo che dall’equazione 


i deduce la relazione 
3 ) 


dr 


= u — u' 


1 

r 


du' d^r 1 dr dr 
dn' ^ d ti dn^ ~ r dudn' 


alchè l’espressione (2) si può scrivere nei modi seguenti : 

)F 1 Ci I àr dr\^ , ik C ^ ^ 1 Ci 1 ^ dr dr\^ ^ 

► più semplicemente cosi 

^=— ■'“'+- f 

du 2 J dn du 2 J dn \ du/ r 

l primo termine del secondo membro è la derivata rispetto ad u del valore (i) di F; 
uindi il secondo termine deve risultare per sè stesso nullo. 

Si ha dunque questo teorema, che l’integrale 


4) 



do)' 


? 


steso ad una superficie chiusa qualunque, è sempre nullo; teorema analogo, ma non 
lentico, a quello dimostrato da Clausius nella sua prima Appendice (pag. 174). 
Verifichiamo direttamente questa proprietà. 

Scrivendo :x al posto di u e rimettendo l’integrale sotto la forma 


fi 


I 

dn' d X ' 


2 dr dr 
r dn 




meglio sotto quest’altra 


dove le derivazioni rispetto ad x' e ad n' non sono permutabili), si scorge ch’esso 
ientra precisamente nel tipo (I J, dal quale risulta cambiando le variabili Xy nelle 
y', zi e ponendo 






dr 


= log r . 
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L’espressione corrispondente alla ( 1 ^) è in questo caso 


ossia 


Ora si ha 


X d / òV j ^ dr dìogr\ 
du^ ydx'Ju’ du' ) ’ 


d X 


+ 2 


dr 
d X 


A, log r 4- 


I 

r dx 


\r = I, 




? 


quindi l’espressione in discorso è identicamente nulla, e la proprietà dell’integrale di 
superficie (4) è cosi direttamente verificata. 

Per l’annullarsi di quest’integrale si ha 




dr dr d co' 
diidn* r 


e siccome dalla relazione (3) risulta 


/ 


du' do/ 
~dn' r 



dudn 


-, d co 



dr dr do/ 
dudn' r 


= 0, 


cosi ha luogo la duplice eguaglianza 


(5) 


/ 


du' do/ 
dn' r 


1 r rdr dr d^ 

2 J dudn' J dudn' r ’ 


per qualunque superficie chiusa. I prodotti di queste tre espressioni eguali per — sk 

sono tre espressioni equivalenti della derivata prima e la terza corrispondono 

a quelle date dalle formule (29) e (18) della prima Appendice di Clausius ; la seconda, 
in virtù della relazione (3) [che coincide colle equazioni (9) dell’Appendice stessa], cor- 
risponde all’equazione (17) del medesimo Autore. In virtù della citata relazione (3) 
basta dimostrare una delle eguaglianze (5) perchè resti dimostrata anche l’altra. Noi 
abbiamo dimostrato direttamente la eguaglianza dei due ultimi membri. Il procedimento 
di Clausius lo conduce invece a dimostrare l’eguaglianza del terzo membro col primo 
[veggasi l’equazione (30) della sua prima Appendice]. Se, finalmente, si fosse ammessa 


dV . 

a priori l’eguaglianza dei due valori di dati dalle equazioni (i) e (2), si sarebbe 

con ciò posta a priori la eguaglianza dei due primi membri. Queste due ultime egua- 
glianze si potrebbero verificare col processo che abbiamo applicato alla prima, cioè 
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colla formazione di due espressioni del tipo (IJ, che si troverebbero identicamente 
nulle. La seconda eguaglianza, cioè quella di Clausius, è la più elegante, perchè le 
tre derivate 

du' dr dr 

dn'^ du^ 

che in essa entrano, hanno significati geometrici molto semplici. 

Il terzo dei precedenti valori della derivata di F, cioè 


è quello stesso che costituisce il Theorenia sextum della Theoria attractionisy ed è ot- 
tenuto direttamente da Clausius (§§ 15, 20) con un processo essenzialmente identico 
a quello di Gauss. Noi invece non abbiamo ottenuto che indirettamente questo valore 
(6), come alla sua volta Clausius non ha ottenuto che indirettamente il valore (2). 
La ragione di questo fatto sta in ciò, che i due valori (2) e (6) scaturiscono rispet- 
tivamente da due diverse maniere di decomporre un volarne, che dirò cilindrica l’una 
e conica Taltra. Alla prima maniera, cui si riferiscono i teoremi primo, secondo e terzo 
della più volte citata Memoria di Gauss, corrisponde la formula generale (I); alla se- 
conda, cui si riferiscono i teoremi quarto, quinto e sesto della stessa Memoria, corri- 
sponde invece la formula generale seguente 




"dr dr do>' 
dudn' r 



nella quale r rappresenta il raggio vettore condotto da un polo fisso ad un punto 
delFelemento d^ o do^; F è considerata come funzione di questo raggio vettore e di 
due altre variabili atte a definire la direzione di esso; F^ è il valore di F nel polo; 
<j è ciò che può chiamarsi l’angolo visuale della superficie co rispetto al polo, ammet- 
tendo che a ciascun elemento dco corrisponda un angolo visuale positivo o negativo, 
secondo che releniento rivolga al polo la faccia interna o la faccia esterna. La fun- 
zione F è della stessa specie di quella della formula (I), con questo, però, che il polo 
non può essere per essa punto singolare (se interno ad oj). Il caso più semplice pos- 
sibile, quello di F — costante^ fornisce il teorema 
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che è appunto la notissima proposizione di Gauss cui abbiamo già fatto allusione. Si 
può, da un certo punto di vista, considerare la forinola (I) come un caso particolare 
della (II) : perchè, introducendo sotto i due integrali di questa un fattore costante 
dove i? è il raggio vettore d'un punto fisso dello spazio t, e facendo poscia allonta- 
nare indefinitamente il polo nella direzione opposta a quella delle coordinate u (con 
che esso finisce certamente col diventare esterno allo spazio v, che si suppone sempre 
finito), si ha 

^ “ lim dr = du^ 


lim - 


= I, 


e si ricade appunto sulla formula (I). Reciprocamente, nel caso del polo esterno 
(crnzo), la formula (II) si può considerare come procedente dalla (I), perchè la si 

ottiene facendo nella (I J G = ~ ed osservando essere 


talché 



I ór 1 du 

du dr ^ 


_ dr r 
ZL d u du 


dr ' 


Finalmente, si possono anche considerare le formule (I), (IJ, (II) come casi partico- 
lari del teorema di Green; ma, dal punto di vista didattico, ciò non mi parrebbe op- 
portuno, perchè quelle formule non sono che l’immediata traduzione analitica di due 
semplicissimi processi d’integrazione geometrica, e per ciò solo meritano d’essere con- 
siderate come fondamentali; inoltre esse accennano all’esistenza d’una serie indefinita 
di formule analoghe, corrispondenti alle infinite maniere di decomporre un volume in 
elementi di second’ordine *). 


*) Si possono trovare le formule generali cui alludo nel § 4 della mia Memoria Sulla teorica 
generale dei parametri differenziali [Memorie deU’Acc. delle Scienze di Bologna, serie II, t. IV (1868); 
oppure queste Opere, voi. II, pag. 74]. 

Rispetto alle due maniere qui considerate, osserverò ancora che se un volume viene decom- 
posto in elementi di second’ordine, prima cilindrici paralleli ad una retta L, poi conici col vertice co- 
mune in un punto 0, i soli elementi di prim’ordine, suscettibili d’essere formati tanto cogli elementi 
cilindrici quanto coi conici, sono ì diedri infinitesimi in cui il volume è decomposto dai piani con- 
dotti pel punto 0 parallelamente alla retta L. Il passaggio geometrico da un’integrazione cilindrica ad 
una conica non può farsi che mediante la considerazione di questi diedri. La dimostrazione che 
Clausius dà dell’equivalenza delle espressioni (2) e (6) posa (implicitamente) sovr’essa. 
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Dalla formula (II) si ottiene la trasformazione di T e di 
perfide ponendo rispettivamente 


dF 

du 


in integrali di 


su- 


F = 



F = 


òkr 




ed osservando che 
ottiene 


F = 


dr 

du 


non è funzione di r. Essendo in ambidue i casi = o , 



dF 

du 



dr" r 
du dn* 


dù)'^ 


si 


vale a dire si trovano le espressioni (i) e (6). E poiché Clausius si vale dell^integra- 
zione conica, cosi è naturale ch’egli pervenga direttamente a queste espressioni ed in- 
direttamente alla ( 2 ) ; mentre, essendoci noi serviti dapprima deH’integrazione cilindrica, 
siamo pervenuti direttamente alle espressioni (i), ( 2 ) ed indirettamente alla (6). Scri- 
vendo l’ultima espressione trovata sotto la forma equivalente 


dF 

d ti 



dìogr dr j , 


e supponendo che il punto (x, 7, :() non sia nella superficie tó', si ha 


donde 


Ma 


quindi 


cioè 


d^F _ 

d 

^F: 


1 C I dr d~\ogr 1 dr d^r \ , 

\dn' du^ + dudn'r'^ ’ 

log r = , 


d r = I , 



essendo l’angolo visuale di o/ rispetto al polo (x, y, :(), angolo uguale a zero od 
a 47: secondo che questo punto è esterno od interno ad co'. È questa la deduzione 
fatta più distesamente da Clausius nel suo § 20. 


FELTRAMI, tomo HI. 
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La dimostrazione deir equazione quale è data pei corpi eterogenei 

da Gauss, nel? altra celebre Memoria del 1840 sulle for^e- che agiscono in ragione in- 
versa del quadrato della distanza, è pur essa riassunta dalle due formule (I) e (II). 
Infatti da 

r=.f^ 


SI trae 


àV 


du 




epperò, applicando la formula (I), 

rdF dr' r ¥ du' , 

= s / £ / — ^—dcù'. 

j au r J ^ 


ÒF 
d u 


Di qui 



dW i 



èu^ “V 

e quindi 

d.' d. V 

du dn' 



f r dk' dT' 

[J dr 


e finalmente, applicando la formula (II) ove si faccia F = /c', = k, 

A F = — e /e a'. 


Tale è la dimostrazione di Gauss. 

Ma questa dimostrazione suppone che la funzione k\ esprimente la densità, sia 
dotata delle proprietà che permettono la diretta applicazione delle formule (I) e (II), 
ed in particolare ch’essa ammetta la derivazione. Il gran pregio della dimostrazione 
data da Clausius nei §§ 18, 19, 21 (e da lui fatta conoscere fino dal 1858) consiste 
appunto in ciò, che non vi si esige la derivazione diretta della funzione fe', entrando 
in vece di questa nel calcolo Fintegrale 




/ 


k'dr 


esteso lungo la retta che congiunge i punti (x, y, tQ ed (,r', y’, talché per essere 
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sempre r la distanza assoluta dei due punti, quando si tien fisso il primo punto si ha 
dH 

= k' (valore della densità nel secondo), 

e, quando si tien fisso il secondo punto, si ha 
dH 

-g— = k (valore della densità nel primo). 

Considerando dunque come fisso il punto (x, 5-, :(), si può scrivere 

I 


dV 

du 


dH^'r 
dr du 


ossia 


dV 

d u 


j 

V ’ 


dr 


perchè ^ non dipende da r. Dalla formula (II) si ottiene quindi 


dV 

du 




du dn 


dove Tintegrale H è esteso fra il punto (x, :(), che si suppone a distanza finita 

dalla superficie o)', e un punto (x', y', :(') dell’elemento do/ di questa. Facendo ora 
variai'e il punto (x, 3/, :(), si ha 


donde 






r dr 


1 dr d^r 
du^ dn' r~ du d u d n' ^ 




V òHòii 

dn' dndr 



I d^yr 
2ri dn' 


dH 
dn' dr 



Questa è, in compendio, la dimostrazione di Clausius. 

Poiché sono entrato nel confronto di alcuni processi dimostrativi di questa equa- 
zione fondamentale, non voglio omettere di ricordare quello usato da Riemann *), 


*) Schwei'e, Elektricitàt und Magnetismus. Nach dm Vorlesungen von B. Riemann hearhdtei von 
K. Hattendorff. Hannover, 1876, Rùmpler, §§ 12, 13. 
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che si può ridurre a quanto segue. Hssemlo noto che le derivate prime della luuzione 
potenziale di un corpo finito sono continue e finite in tutto lo spazio, se si ammette 
resistenza delle derivate seconde della stessa funzione, si ha dalla tbrmula (I,) 

/a 

dove T è una porzione qualunque dello spazio ed (ù la superficie limite di essa. Ma 



ed invertendo Tordinc delle integrazioni nel secondo meinliro. 



dove a' ò Tan^xdo \'isuale della .superficie Of risj>ettt) al punto (ad v\ f)- Ova opni 
punto (^x\ y'j del corpo clic .sia esteiiu) ad; o, o che sia .‘.ituaio nclia stessa su» 
perficie o), non coiitrilniisce puiiio airiiiii-»ra!e tiel :.ec«indt» lueiidu'o, i*crchr ut*! primo 
caso si ha g' — o, e nel secondo ca.so, in cui g' ha un \al«»i' Imito, i punti non for- 
mano uno spazio a tre diincMisioni. Ivimanptaio dunque i .m/ìi pumi {x\ \\ h) ittterni 
ad co, pei quali si lui g' •1'^? <^d i Cf^rri.spondenii elementi <Ìt' si |Ht.‘,r,nno dieiapnarc 
con c/t, perchè coiniini allo sp.izio t, talché si può s.crivere 

y(A_, F + u, 

dove k è il valore di k' in il g ^ ed è quindi zero se reletnenio ci t non appartiene 
allo spazio occupato dal corpo. Dovendo que.srequazione sussislerc qiialiiiupie sia la 
porzione dello spazio a cui s estende 1 iniei^rale, dev'essere necessariameiuc nullo il suo 
elemento, cioè deve essere F —z — q z eit. 

Veniamo alla funzione potenziale d'un'area piana omogenea, cui (Ilausujs dedica 
i §§ 28-31. 


J2] INTORNO AD AI.CUNK PROPOSIZIONI DI CLAUSIUS NELLA TEORIA DEL POTENZIALE. lOI 

Alle due fonnule (I) e (II) corrispondono nel piano le formule seguenti : 

(MI) = 

dove : u è il raggio vettore condotto da un polo fisso ; d co b un elemento delFarea co 
che si considera; ds ò un elemento del contorno 5 di quest’area; è la direzione 
della normale esterna airelemento ds; 0 c Tangedo visuale del contorno rispetto al 
poloj inteso in senso analogo al a delle superficie; c finalmente F è una funzione mo- 
nodroma, continua, finita e dotata di derivate prime in tutti i punti dell’ area, funzione 
che può perdere queste proprietà in ]Hmti isolati, a distanza finita dal contorno j (e 
dal polo quando questo e interno aH’area), j)iircliè per ciascun punto singolare esista 
un numero positivo e finito p., tale che la funzione 

sia monodroma, continua e finita in prossimità al punto e nel punto stesso (u essendo 
in quCwSto caso la distanza dal punto singolare al punto cui si riferisce il valore di F) *). 

(nò premesso, consideriamo la funzione })otcnziale sul punto (x, jy, 7^ dell’area 
omogenea (»' situata nel piano xy, cioè la funzione 

r e h , /• n-v - -v'}-' + 0' - /)^ + , 

dove h è la densità costante ed .v', y' sono le coordinate d’un i)unto deirelemcnto J co'. 
Se per I*' si prende la funzione 

/-■ zhr z b l'/c' -)- c" , a - ('(a — .v')' + (_y — v')= , 

si trova, applicando la lorniula (IV), coi pillo nel punto (x', ^'), 

rr . r d log fi , , , A / A 

^ "J' dii' ‘ 

*) Quandt) il primo nicml'ro della lormula (lY), e deiranalega formula (II), si mantiene con- 
tinuo nel passa|.'i'i() del [>()lo d.druna alTalira parte della linea .v, o della superficie o), la discontinuità 
risultante dairuhimo termine del sectindo membro si riporta tutta suirintegrale di contorno, o di su- 
perficie. Ciò si connette colla tetiria dei potenziali di doppio strato, dei quali s’ò occupato a fondo 
C. Neumann nelle sue recenti ed importantissime UtiUrsiLchutp^m ueber das Logaritmische imd New- 
TOì^’sche PotentiuL Leipzig, nSyy, 'feubner. 
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Di qui, supponendo che il piede (x, y') dclki pcrpendicolaie condotta dal punto Yj ^ 
al piano dell’area sia a- distanza finita dal contorno, si trae 


(7) 


dF 
è X 

dF 

dy 




Gli integrali contenuti nei secondi nienibri sono riducibili a forma molto semplice. 
Clausius effettua questa riduzione nel § 29, per mezzo d’un’cq nazione ch’egli stabi- 
lisce molto ingegnosamente, con considerazioni geometriche, nella seconda Appendice 
del suo libro (pp. 175-178). Noi mostreremo come la stessa riduzione possa ottenersi 
analiticamente. Ciò può farsi in divensi modi : sceglieremo il seguente, fondato sulla 
teoria delle variabili complesse. 

Posto 


A* +iy 
x' + iy' 


O’ 

iv' 




d log // 


dove i = y — I , si ha 

''J{' r dn’ 

formula che, per essere r --z -j- e quindi 


a . a F 
az ^ a }' 


■h r 


d fi 




d log u 
dn' 


I / du \ I ( . \ 

r<’ \ ^d II'} ir V ci'w' / (; 


r 


d r 

■r:)dii’' 


si può scrivere più brevemente cosi : 


d F 
dx 




Ora, supponendo che Tarco 5' cresca nella direzione che ha con quella di n' la .stessa 
relazione dclfasse positivo delle y colTasse })o.sitivo delle a, si ha 


(8) 

quindi 


Si' 
a II' 


.a 


a 

a n' 


aF ’ 

. / di' s dry a \ 

V y/'a;' a5''d-e; 


Òr/ . a 
dii' a.v' 


aF 


2 1 


.di' d 

d s ^ ' 


A 

a n' 


' ds' ~d>i' Bl' ' 


od anche 
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epperò 



Si ha dunque 


(^) 


dF dV _ 
dx ~ dy 





ds'; 


e poiché il secondo integrale è nullo, per essere preso lungo un contorno chiuso, ri- 
mane un’equazione complessa donde si ricavano le due equazioni reali 


(10) 


dV _ / r^x'ds' dV rdy'ds' 

dx dn' r ’ 53 ? “ dn'‘T ’ 


che d:\nno le espressioni, equivalenti alle (7), cui volevamo pervenire. 

Eguagliando queste espressioni (io) alle corrispondenti (7), da cui vennero de- 
dotte, si ottengono due equazioni, valide per ogni contorno chiuso, la prima delle quali 
ò la seguente 



ed è appunto quella che (ii.AUsius dimostra direttamente riducendo il suo primo 
membro a coincidere colla parte reale deirultimo termine (identicamente nullo) deire- 
quazione (9). 

Airequazione (9) si potrebbe, in virtù della prima equazione (8), surrogare la 
seguente 

ùr .0 1^ 

dx '■ dy 

dalla quale si ricaverebbe 




dy' -[- idx' 
r 


dV 

ó X 


./ J r 


dove i diUerenziali d x'^ d devono essere presi col s.egno che risulta dal percorrere 
il contorno .v' nel senso delìnito più sopra. 

I/equazione (ii) ha la forma di quelle che vennero precedentemente considerate 
rispetto alle superficie chiuse; ma non sarebbe rigoroso dimostrarla con una riduzione 
dalla formula (IJ alla ( 1 ), perchè il teorema (III) non è sempre applicabile alle fun- 
zioni che attualmente terrebbero il posto delle G. S’incontrerebbero eccezioni della 
stessa natura di quelle notate da (ri-AUsius nel § 30, a proposito delle componenti pa- 
rallele al piano delfarea ottenute colla derivazione sotto il segno integrale. 
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ItendicoHtl del Jì, istituto Louthnrdo, r.;» Il, v« 4 ,.jì.* XI \ **-1^21» 


È noto che DiurciiLiur iniziò, nel 1852, la trattazione dhin ramo imiu)rtanti,ssinK:> 
dell’idrodinamica razionale, cioè la teoria ri^^orosa del unno d'nn solido in un Iluido 
incompressibile indefinito, determinando, come primo sappio ili tale teoria, tutte le cir- 
costanze del movimento d’uria sfera solida in un tal tiuido. 'Fralasciaiuio d'accennare 
le indagini istituite successivamente dai geometri intorno a que.'.to sos^itetto, per le 
quali si possono consultare i 2.{-^o delle mie /vùvn/.v snlìd ì'uicììììIììùi dri ihiiili 
aggiungerò soltanto che il problema trattato da I ha il saio riscontro, nel 
moto a due coordinate, in un problema de! tjuale nel *' delk* citate /v/ccrc/tc è con- 
siderato il cUvSo relativo ad un velo lluidio piano, in cui si muova un liisco ellittico o 
circolare. Credo utile di esporre qui brevcmtaite un altro esempio consimile tii moto 
a due coordinate, quello cioè d’iin velo fluido ricoprente la Mi|>erjicie li’una s.lera, obli- 
gato al moto da una calotta sferica e rigida, scorrente sulla sfera sie;.sa. (Questo caso 
dì moto presenta alcune discrepanze in confronto di quello relativo al velo piano cd al 
disco circolare, discrepanze che risultano princijuilmente dalTessere finita l'area occupata 
dal fluido e daircsscrc impossibile ogni moto di semplice traslazione della calotta. 

Per semplicità, giova supporre uguale a uno il raggio della sfera, considerando 
invece del moto vero la proiezione centrale del mt>to stesso sopra una superficie sierica 
di raggio uno concentrica alla data. Assunto in questa superficie un jumio fisso P 


*) Memorie dell’ Accademia delle Scienze deiristituto di HoUn»na, serie IIP vuL 1 , II, Ufi V; 

oppure queste Opere, voi. Il, pag. 202. 
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(per ora arbitrario) come polo, chiamiamo p la distanza sferica di un punto qualunque 
della superficie da questo polo e 6 la longitudine del punto stesso contata da un me- 
ridiano fisso. Ammessa l’esistenza d’un potenziale di moto U, l’equazione di continuità 
è data, rispetto alla superficie sferica ed alle coordinate in essa scelte, da 

d /dU \ , d^U 

Se in quest’equazione si pone 

dove i? sia funzione della sola p e 0 della sola O, si ottiene 


scn p d /dR 
R df \(ip 


/dR \ I 


i_d^ 

e d(f 


equazione che, designando con m’ una costante arbitraria, si spezza nelle due equazioni 
seguenti : 


scn p 


d (dR \ 




d¥ 


0 = o . 


Queste sono inimcdiatainentc integrabili, e d:\nno : 
per n — o 

A’ = ^logtg-?- + /3, 


per il diverso da zero 


0 = rtO -J- /;; 


K = r )’’ 

H = a cos n 0 b scn n 0 , 

dove y/, b sono costanti arbitrarie. Escludendo dunque, per note ragioni, i valori 

non interi di si può ]ìorrc 


(0 


t7= (^Jlogtg P-+ Ì3)(a0 + è) 

+ Z (tg 7) + J (fl cos ra 9 4 - sen w9). 

Bisogna ora determinare le costanti arbitrarie contenute in quest’espressione (co- 
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Stanti rispetto a p, 0, ma generalmente funzioni del tempo) in modo da soddisfare alle 
condizioni peculiari del problema proposto. 

Incominciamo col determinare le componenti, secondo le direzioni del meridiano 
e del parallelo, della velocità che un punto qualunque M(p 5 6) della superficie sferica 
possiede, allorché lo si consideri come appartenente ad una figura sferica invariabile 
ruotante, senza abbandonare la superficie sferica di cui fa parte, intorno ad un punto 
C della superficie stessa, con velocità angolare co. Siccome vi sono sempre due centri 
sferici di rotazione, sceglieremo per C quello che è più vicino al polo P, e desi- 
gneremo con Pq, 6^ le coordinate sferiche di questo punto ^ Supponiamo 

inoltre che ad un valore positivo di co corrisponda una rotazione intorno a C proce- 
dente nello stesso verso in cui un meridiano mobile ruota intorno al polo P quando 
la sua longitudine cresce. Premesso ciò, c posto j>er un momento 

Arco CM = Angolo CM P ' t, 

è facile vedere che la velocità assoluta ic del punto M c 


li zm (o sen G , 

e che le componenti //f, di questa velocità secoiuK» !e direzioni in cui cresctmo le 
coordinate p e 9 del punto M, sono 

it^ = — (0 sen G sen t, : Oi sen g cos t . 

Ma dal triangolo sferico CPM si trae 


si ha dunque 


sen G sen t . sen sen (9 0 ,,), 

sen G cos t ™ cos sen p — sen p^^ cos p cos (0 — 9^ ) ; 
li^^ = (o sen p^^ sen ( 9 , ~ 9 ), 

= 0 } [cos sen p — sen p^^ cos p cos (9^^ ~ 9)| . 


Se, per maggiore semplicità, si assume come direzione del primo meridiano quella 
della velocità che prende il polo P per elletto dhina rotazione j)usitiva intt)rno a C, 
cioè se si pone 9^ zzz: ^ si ha finalmente 


71 ^ zzz oj sen p^^ cos 0 , 

u — co (cos p^ sen p — sen p^ cos p sen 9) . 


( 2 ) 
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Supponiamo ora che la calotta solida, scorrente sulla superficie sferica, abbia il 
raggio sferico a, e, considerandola nella posizione che occupa in un istante determinato, 
assumiamo come polo P il centro interno di essa, e come direzione del primo meri- 
diano quella della velocità del centro stesso nelFipotesi che il moto istantaneo della 
calotta, che è necessariamente una rotazione intorno a due punti opposti C e C della 
supei'ficie sferica, sia una rotazione positiva intorno a quello, C, che è meno lontano 
dal suo centro interno. Continuando a chiamare oj la velocità angolare di questa ro- 
tazione istantanea (velocità che può essere positiva o negativa, stante la scelta fatta del 
punto C), Tespressionc 

0 ) sen cos 6 


rappresenta, dietro quanto si c teste premesso, la componente della velocità d’un punto 
(9) del contorno della calotta secondo il meridiano di questo punto, cioè secondo la 
normale esterna al contorno stesso. Ora la componente, nella medesima direzione, della 
velocità di quella particella fluida che si trova a contatto col lembo della calotta in 
quel punto è 

dunque aflìncliè il ruoto istantaneo del fluido sia conciliabile con quello del solido, bi- 
sogna, come è noto, che sia soddisfatta la condizione 



(3) 



rzr 0 > sen p^, cos 9 

' 7 . 


per ogni punto del coniorno, cioè per ogni valore di 0. 

Ma vi c ancora un’altra condizione cui bisogna soddisfare. Nello spazio occupato 
dal Iluido, p varia da a a x, 0 da zero a 2 tu. Per ogni sistema di valori delle variabili 
p e 9, presi eiun) questi limiti, bisogna che le componenti della velocità del fluido, 
cioè le quantità 

dU i dU 

d p ’ sen p 0 0 


si mantengano costantemente fluite. Ora questa condizione esclude necessariamente 
tutti i termini che contengono 




0 , 


talché U non può essere che della forma 
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donde 


dp 


sèn p J 2 ) « 9 + scn « 0) 


La condizione (5) relativa al contorno ò dunque 


^ n ^cot (fl^ cos K 9 -f- sen n 0) = — w .scn .sen x cos (» , 


identità dalla quale risulta che tutte le quantità a, h sono nulle ad eccezione di a , e 
che questa è determinata dall’equazione 


donde 


a 

cot 

‘ 2 


= — scn scn % , 


a. — 


2 (o scn 


p..( 


sen 



La funzione \J che soddisfa a tutte le condizioni del prohicuia è dunque la seguente 


( 4 ) 


{J ~ — 2 0) scn 



^ cos 0 , 


eppcrò questa funzione coincide ncccssariaincntc ci>I cere. ito poicnzi.ilc ili moto. .Si vede 
che que.sto dipende unicamente, oltre che dall'.impiezz.i lielia c.ilott.i, d.ill.i velocità del 
centro di questa uguale ad (o.senp,,. 

Dalla trovata espre.s.sione di t/, chiamando -j la wiocit.ì .naoluta d’uu punto (p, 0 ) 
del fluido e u,, le .sue comjjonenti nelle .solite direzioni, si deduce 


( 5 ) 


/ 



^ — zt” 





») 



7 


scii h , 





in 0 


dove nell espiussionc di u vale il se^i;no o — secondo clic la velocità aiif^olarc o> 

e positiva o ncgati\a. La velocita del Iluido varia dunque da punto a piuuo colle due 
leggi seguenti : 

I Lungo uno stesso parallelo c costante il valore assoluto della velocità; esso è 
massimo ed uguale a uj sen (velocità del centro della calotta) lungo il lembo della 


INTORNO AD UN CASO DI MOTO A DUE COORDINATE. 


109 


53] 


calotta solida, ed è minimo ed uguale a w sen 



nel centro della calotta 


fluida. In generale questa velocità assoluta varia in ragione inversa del quadrato della 
distanza dal centro della calotta solida. 

2° Lungo uno stesso meridiano la direzione della velocità fa un angolo costante 
col meridiano stesso, e propriamente un angolo che è eguale alla longitudine del me- 
ridiano considerato. 

L’integrale 

2 



esteso a tutta la superfìcie S della calotta liquida, che ora supponiamo ridotta al suo 
vero raggio ò 

(0 


Tc cr oà sen sen a 

0 


L’equazione dilFcrenzialc delle lince di moto 

d ^ ^ Sdì p ti 0 

è inirnediatainentc integr;ibilc e d;\ 

cot ^ sen 0 — costante. 

2 

Queste linee di moto non sono altro che circonrerenze minori, tangenti nel polo al 
meridiano iniziale. La disposizione, facilissima ad immaginarsi, di quCwSte linee, dà una 
idea cliiarissima delle velocità istantanee che nascono in seno al Muido per effetto d’uno 
spostamento infinitesimo della calotta solida. 

Ma queste linee di moto non sono vere trajettorie delle molecole fluide, perchè 
il moto non è permanente. Per ottenere le fìmnole relative alle vere trajettorie biso- 
gnerebbe, con una trasformazione di coordinate sieriche, rendere indipendente Lespres- 
sione di U dalla posizione istantanea della calotta, e introdurre quelle funzioni del 
tempo che defìni.scono la posizione variabile della calotta stessa. 

Invece di ciò fare, consideriamo il moto relativo del fluido rispetto alla calotta, 
riguardata come immobile. Si ottieni.* que.sto moto relativo attribuendo al sistema co- 
stituito dal fluido e dalla calotta una rotazione comune — (o intorno al centro istan- 
taneo C, cioè componendo colla velocità propria di ciascun punto (p, 0) di tal sistema 
la velocità di componenti — Con ciò la calotta solida è ridotta all’immo- 
bilità, c le componenti v' , v,; della velocità relativa del fluido diventano, in virtù delle 



no 
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equazioni (2) e (5), 


2 a 2 ? 

sen sen — 

u' z= ù) sen _ cos 0 = — co sen p^, cos 6 , 

P ^ P ^ e.... 2 P 


(7) 


u ' = (0 sen 


sen 


oc p 

sen^ — 4“ cos p sen"* — 
2 ' ^ 2 


sen 


2 sen 


sen — (j>j cos sen p 


sen^ p 4 - cos p — cos x 

= co sen p^^ sen u — co cos p^^ sen p. 

2 sen*' 

2 


Queste equazioni definiscono un nioto pcrniancntc se o> c sono costanti rispetto al 
tempo, cioè se la rotazione della calotta rigida è invariabile quanto a velociti e quanto 
ad asse (condizioni di cui tuttavia è suflìciente la seconda per rendere le lince di moto 
relativo identiche colle trajettoric relative). Ma, ammesse queste condizioni, il moto re- 
lativo, mentre diventa permancntcs cessa (in ogni caso) di essere piotato di potenziale, 
perchè il moto che si è ccnnj)osto col vero è sempre e lavessariamente rotatorio. Dhil- 
tronde Parca a contorno fìsso occnjiata dal fluido nel moto relativo è semplicemente 
connessa, e si sa da un teorema generale che, per questo solo fatto, non vi si po- 
trebbe verificare moto alcuno che non tosse rotatorio. 

L’equazione difFercnziale delle trajettoric relative 


(lo seno (ih 

può scriversi cosi 

/ \ P /. T r. I .sen^ P “L- s'os 0 -cosz . , 

(cos a — cos p) cot -- cos ‘ ' ‘ sen 0 d p 

2 sen' ^ 


col sen p {/ p - o ; 


ed integrata dà 

(S) oc — cos p) cot .SCI! 0 cot i cos p -- costante. 

Per meglio riconoscere la natura di queste curve introduciamo un si.stcnia d’assi 
rettangolari delle x, y, 7^ diretti dal centro della sfera verso i punti di coordinate sferiche 

(p = "5 ® = (^ ~ 2 ’ ~ 2)’ ~ 'Chiamando a il raggio 
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della sfera che si è proiettata su quella di raggio i, si abbia 


%z=i a sen p cos 6, 
y — a seii p sen 6, 


Da queste relazioni si trae 


^ = a cos p . 


cos p 



sen 9 cot 


1 

2 


sen p sen 6 y 

I — cos p a — 


epperò Tcquazione (8), ponendovi la costante del secondo membro sotto la forma 

— , diventa 
a 

(8') {a cos 7. — x)y = {a — ~ x.^ot pj . 

Quest’equazione rajipresenta una superficie cilindrica di second’ordine a generatrici pa- 
rallele all’asse delle a, cioè airintersezione deireqiuitore col primo meridiano, parallele 
quindi alla direzione della velocità del centro della calotta solida. Questa superficie ci- 
lindrica è iperbolica, ed ha i piani asintotici l’uno parallelo airequatore, l’altro normale 
all’asse di rotazione della calotta. Il primo piano asintotico è fisso e coincide col piano 
del cerchio-base della calotta. 

Le traiettorie relative sono dunque linee sferiche di quart’ordine. Per 


Tequazione (8') diventa 

Qt cos a 


c = a cos a cot p^^ 


— o(>’ Po + ‘0 — o, 


e si decompone nelle due 


*: a cos a , 


p„ + ^ ^ . 

che rapprcscntaiu) risiicttivamente il piano del cerchio-base della calotta, ed il piano 
condotto })el polo normalmente all’asse di rotazione. 

Quando 

Po < 2 » 


quest’ultimo piano non interseca punto la calotta fluida, ed in questo caso il contorno 
della calotta solida costituisce da sè solo una traiettoria relativa, lungo la quale la ve- 
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locità relativa varia secondo la formula 

Uq = 6) ^2 sen pQ cos"" sen 0 — cos p^ sen = 2 (o cos p^^cos^ 2 { ~ ™ 

talché essa resta sempre diversa da zero. 

Quando invece 



il suddetto piano interseca il contorno della calotta in due punti, che diremo € e 

il primo dei quali ha una longitudine compresa fra 0 c , il secondo fra e tt. 

2 ■ 2 ‘ 

Chiamiamo y il punto in cui questo stesso piano sega il meridiano 0 = , e X' 

quei punti del contorno della calotta che corrispondono alle longitudini c — — . 

2 2 

In questo caso si hanno due traiettorie conijioMe d'arclii circolari ; i'una è 
e Taltra 

ove le lettere si succedono nelFordine in cui una molecola Illùda percorre queste tra- 
iettorie, supposta positiva la velocitd angolare Oi. (Queste due traiettorie hanno in co- 
mune l’arco S'yfi, che va contato come una traiettoria doppia. N'ei punti % 'd, dati da 

sen 0 cot 0 tu ^ , 

il fluido è in quiete relativa. 

Le poi zioni di fluido contenute, in questo secondo caso, nelle traiettorie bicircolari 
ricntianti che abbiamo determinate, si muoxono indipendentemente Piina dairalira (^ncl 
moto lelativo di cui ci occupiamo^. Anclie le altre traiettorie sono linee rientranti in- 
viluppantisi le uno sulle alti e, e tutte interne alluna od alTalira bielle «.ine traiettorie 
bicircolari. 

Nel pi imo caso invece ^cioè quando p^, ^ ^ v’è una sola serie di traiettorie. 

In ambedue i casi vi è, in ogni serie di traiettorie interne le ime alle altre, una 
traiettoria infinitamente piccola, che si riduce ad un punto il quale è in quiete relativa. 
Un tal punto corrisponde ad un contatto fra la sfera cd uno dei cilindri della famiglia 
lappiesentata dall equazione (8'): ma lo .si determina più prontamente cercando il punto 

di velocità relativa nulla sui meridiani 0 = ± ^ . H siccome in ogni punto di tali 
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meridiani si ha u' = o, cosi basta porre 9 = ^ — nell’equazione Uq = o. In tal modo 
si ottiene, per determinare la coordinata p di un punto limite, l’equazione 


sen"" p + cos p — cos a ip cot p^(i — cos p) sen p = o . 

Facendo nel primo membro di quest’equazione p = a, p = tu, si trova rispettivamente 

(Po ^t) 


sen a sen i 


2 cos 


sen cos - 


Il primo risultato è positivo qualunque sia il segno di , nel caso in cui Po> ; 

ed è positivo solamente se si prende il segno inferiore, nel caso in cui . Dun- 

que quando ha luogo la separazione del fluido in due parti bicircolari, vi sono due 

traiettorie infinitamente piccole, Tuna sul meridiano 0 == -|-- , Taltra sul meridiano 

2 

TU 

0 z= ; quando invece la detta separazione non ha luogo, ve n’è una sola, sul 

meridiano 0 = — Nel moto vero queste traiettorie infinitamente piccole, o punti 

limiti, corrispondono a molecole fluide che, al pari di quelle situate in é e è', si muo- 
vono come se fossero invariabilmente collcgatc colla calotta solida. Di tali punti ve ne 

OC 

sono dunque quattro, oppure uno solo, secondo che è maggiore oppure minore di — . 

Per mostrare come si determini il tempo impiegato dalle molecole fluide a per- 

correre le loro trajettorie, considereremo il caso più semplice in cui sia , cioè 

quello in cui il centro della calotta solida percorra una geodetica della superficie sfe- 
rica (con velociti che supporremo costante). Il procedimento è lo stesso anche nel 
caso che il detto punto percorra una circonferenza minore, salvo la maggiore compli- 
cazione del risultato. Se dairequazione 


(h 


sen 


. .L __ 

2 

seiP 


■ sen 

.1^ 

2 


a 

2 


cos ' 


si elimina 0 mediante requazione delle trajettorie relative 


^sen^ 


Sdì 


1 ) 


cot --- sen 0 = - , 
2 2 a 


XS 
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si trova 


p 

sen p sen • - d p 


1^ 4^^ cos" i 


sen* 


a 

2 


c sen 


± 


ùìdt 

a 


Il primo membro è riducibile in molti modi ad un dilFercnziale ellittico. Per esempio, 
ponendo 


sen 




2 




I 


j 


si ottiene 


dw 

— wy(u/ — 1 ) 


■f 


codi 
2 a 


dove b = a(i — cosa). Si ha dunque 

, . 2 a (* d tv 

t = /.n 1 

J w \ lr (tv^^ — tv)' (tv — i) — 

dove restano a determinarsi, per ciascun caso pariicuiarc, il segno ed i limiti dcirin- 
tegrale. 

Se invece di considerare come solida la calotta compresa fra p o c .. ~ a e come 
fluida la riniancnte, si facesse la sup]H>sizione inversa, si irovcreldK*, come pt)tenyiale 
di moto del fluido occupante la prima calotta, 


F 


. X 

2 (o sen co:;' ^ tg 


? 


cos 0 ; 


e rintcgralc di esteso a tutta la calotta medesima, sarebbe ancora Io stesso di 

prima. I due moti del 11 nido potrebbero coesistere, qualora la superficie sferica fosse 
tutta ricoperta d’un (luido, obbligato a spostarsi da un anello circolare rigidt), di raggio 
sferico a, scorrente sulla superficie stessa. 

Del resto è noto come, coiuiscendo resjìressione del detto integrale di * esteso 
a tutta la massa fluida, il jiroblenia del moto d’im solido sottoposto (oltreché a forze 
date) alla pressione del fluido in moto che lo circonda, sia riducibile agli ordinari 
procedimenti della dinamica dei corpi rigidi. 


LIV. 

SULLE FUNZIONI POTENZIALI DI SISTEMI SIMMETRICI 
INTORNO AD UN ASSE. 


Rmidieonti fttUtutn Jjonibardo, serie II, vt)lumc XI (1878), pp. 668-680. 


La funzione potenziale V d’un sistema di masse distribuite simmetricamente in- 
torno alleasse delle dipende evidentemente dalle sole due variabili 7^ ed . 

In ogni spazio nel quale questa funzione soddisfa airequazione di Laplace, si può e 
giova sostituire a tale equazione il seguente sistema di due equazioni differenziali par- 
ziali di ordine 

, , dir dV B IV BV 

^ ^ Bu B7 Bt^ Bu ^ 

dove W ò una funzione di 11 e che diremo associata i\ V c che, eguagliata ad una 
costante arbitraria, lornisce reqiiazione delle linee di forza corrispondenti al potenziale 
V. Queste linee di forza si riproducono identicamente in ogni piano passante per l’asse 
di simmetria. 

liliminando alternaiivamente //" c F dalle due equazioni precedenti si ottengono 
le due equazioni dilFerenziali parziali di 2^’ ordine 



la prima delle quali è precisamente quella in cui si converte Tequazione di Laplace 
quando V dipende soltanto da u e da lo che dimostra appunto che a quest’unica 
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equazione si può surrogare il sistema delle due equazioni (i). La seconda equazione 
esprime una proprietà caratteristica di tutte le funzioni associate W' 

Data una qualunque delle due funzioni , 1 altra e dctei niinabile con una 


quadratura, poiché si ha 


tdV , 

dV , 

(3) 

dU' — u 1 

UC“- 

■ à ti ‘ ^ 


I 

lòW , 

dlV , 

(3') 

iV=z 

u 


- . du 

ài 


Ma le due equazioni (i) possono inoltre es.sere considerate come condizioni d’in- 
tegrabilità, e come tali dimostrano l’esistenza di due funzioni e U\ i cui differen- 
ziali esatti sono dati da 


(4) 

talché si ha, tanto 

(J) 




Wdu 


dW^ . r IV d~^ -f- Vudu , 


dV, 


IV 


àr, 

du ’ 


quanto 

(50 y 

Dunque ogni coppia di 
diverse, mediante le derivate 
equazioni (5), (5') si trac 


// dn ’ ^ * 

funzioni associate /" c Il e espriiniidle, in iiue maniere 
parziali d’una stessa lun/sme, l\ o lì 1*, siccome dalle 


( 6 ) 


dU\ dl\ dlf\ 

dii o;;: 


relazioni che hanno la stessa forma delle (i), co.si si wvie che le nuove lun/.ii)ni 
e costituiscono, come le l' e ll\ il sistema da una I unzione potenziale e della sua 
associata. Si possono dunque sostituire le l\, U\ aiie l\ //' nelle equazioni (2), (2'), 
(3), (3') ed ottenere così allreltanie piaiprietà delle tunzioni lì\. 

Le formolo (5) erano già conosciute : si può vedere in proposito, per esempio^ 
il § 2 della lezione XVIII nella MciCiinua di Kiuomion. Non [uire invece che siano 
già state notate le forinole associate (>'). 

La dipendenza reciproca delle due coppie di funzioni F c lì\ c //\, mostra 
che, mediante una funzione, sia potenziale sia associata, si può lonnare una serie ascen- 
dente, del pari che una serie discendente, di coppie della medesima specie {V , W\ 

Prima di procedere innanzi, facciamo un paio d’esempu 
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Cominciamo da uno semplicissimo, nel quale tutte quattro le funzioni V,W,V, 
fT, sono determinabili facilissimamente. Sia V la funzione potenziale di masse concem 
trate in vari punti dell’asse di simmetria, cioè pongasi 





dove r = -f (t ~ 0% ^ essendo la distanza della massa m daU’origine. Dalle 
due equazioni (i) si ricava subito 

e dalle equazioni ( 4 ) 

= X {r c) — ^m log tf. 




O-sscrviamo che c.s.scndo, in generale. 


si ha, nel caso attuale, 





è 


V 


-I 


HI 


dlog(r + — c) 

òc = 


W 


I 


m 


dr 
de ■ 


talché se le ma.s.se occupano un .segmento iinito, teniiinato ai punti c^, c^, colla den- 
sità uguale a i, si ha tosto, convertendo la .somma in un integrale preso rispetto a c. 


F 

/F 


log y ' 
F -f- s 


c 


log 


''■> +, ~ F 

''o + '+ F ~ <^1 ’ 


Le linee equi|)oteii/iali r ^ — cosi., e le linee di forza = cost. sono dun- 

que le ellissi e le ijìerboli che hanno per coiiuine asse focale il segmento materiale, 
come e notissimo. 

Per secondo esempio, consideriamo la funzione 

/r rF(s)di, 

Ji, 


dove 

(a) 
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e dove il limite inferiore 1 . è la radice positiva dcirequazione in 1 che si ottiene po- 
nendo 5 = 0. La funzione F (s) non è per ora soggetta ad altra condizione che a 
quella di annullarsi per s = o. 

Incominciamo col dimostrare che questa funzione I/', possiede veramente il ca- 
rattere di una funzione associata, cioè che soddisfa alla equazione (2'). Si ha infatti 


epperò 

a / I dPFA 
du\ u du / 


4^rf:'ìy.y+ 


■ A « / L « A, “A, J’ 


d:(\ u d:( / 
donde 


d / I df/\\ , 5 ^ 

du\u d // / ' d :;: \ // d ;: / 

Oni dairidcntitA (a)^ c daircqua/.ionc che si ottiene iÌa questa [xinendo .v - o, A , 
si deduce 

(35 


5 a 


2 A 




quindi 


-j- A"' dii ‘ V a. 


8 1 

I d/r.N 

1 d / 1 d Il'\ 

du \ 

u d II , 



epperò se P(i) [valore di F^(s) per l—cr.] c quantità finita, rcquazionc (2') c 
identicamente soddisfatta. 
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Ciò posto, dalle equazioni generali (5') si ottengono, nel caso attuale, i valori 


F 

W 


= 2%a^ 


’ F' (s) d A 

’ 

, r F'(s)dl 


I 


che sono quelli stessi da nie considerati nella Nota Intorno ad alcune questioni di elet- 
trostatica *), qualora vi si ponga F' (5) = /(^). La condizione circa il valor finito di 
/(i) era già stata incontrata per altra via in quello scritto. 

Ciò che importa osservare, into.rno a questo secondo esempio, è che mentre 
Fespressione di riesce, come si vede, molto semplice, quella della corrispondente 
funzione risulterebbe molto più difficile a calcolarsi, cosicché si riconosce quanto 
sia utile di considerare ambedue le maniere (5) e (5') d’esprimere una coppia di fun- 
zioni (F, fV); potendo riuscire facilmente applicabile Tiina quando non lo sia Taltra. 

Ritorniamo ora alla questione generale, e procuriamo anzitutto di generalizzare 
il principio su cui si fondano le correlazioni donde abbiam prese le mosse. 

Le forinole (5) e (5') somministrano le espressioni ’ di V q W formate, in modo 
assai wSemplicc, colle derivate parziali d’una medesima funzione, 0 W^, Possiamo 
proporci invece di ottenere per V e W delle csjiressioni soggette alla sola condizione 
d’essere formate linear ìucìiIc colle derivate parziali d’una stessa funzione, che diremo 
U. È chiaro che se tale funzione esiste, il suo diiferenziale totale deve avere la forma 


du = (A + n V ^1- c ir) da -I- (A^ + /i. r + c, iv)di, 

dove Aj /i, C, , sono funzioni di //, indipendenti dalle espressioni par- 

ticolari di (/, ir. Ora la condizione d’integrabilità del secondo membro è 


^ A 
di 


d //, 

d li 


^\dK dui ^\dy dui 


W 


. ,.dF ,,dF , ,.dlF dPV 
3 q 'dii' dx. dii 

e questa, poiché non esiste alcuna relazione iinita tra le V, IV, e sono date soltanto 


*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, s. II, voi. X (ilÌ77), pp- l7i'i^5 > oppure queste Opere, 
tomo III, pp. 73-88. 
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le relazioni differenziali (i), si decompone nelle salienti 


ÒA 

ÒA, 

ÒB 


ÒC 


di 

~ òu ’ 

di 

dii ’ 

di ~ 

du 


B = 

: C,U, 

B,=- 

-Cu. 



Le prime tre esprimono che 

sono tre differenziali esatti. Rappresentandone gli integrali con U\ w, v si ha dunque 


^ dU' » 

dir 

d V 

^=au’ ^ 

du ’ 


. d U' „ 

d tv 

.. d V 

J~ R 

'di 

- 


e le due condizioni residue diventano 

d IO d V 

d 

d V 

Qj 

1 ! 

d; 

~ u. . 

0 li 


Ora queste relazioni hanno la stessa forma tielle (i ), e inosirano quindi che v t w 
sono due funzioni particolari della specie V e //" risjH.‘itivainente. Quanto alla funzione 
essa può essere evidentemente compeiieiraia nella IL scriveiuiu citR* V invece di 
U ^ UL 

In tal modo si viene a concludere che il ditleren/iale esatto dal quale devono 
scaturire le due cercate espressioni di /' e IT in funzione lineare delle lierivate par- 
ziali di una terza funzione ( 7 , possieiie la forma semplicissima 

(7) -I lILI r il lì, 

dove V c w sono due soluzioni particolari simultanee delle equazioni fondamentali (i). 
Fra le soluzioni particolari più semplici vi sono, per esempio, le due seguenti 



Egli è appunto a queste due coppie di soluzioni che corrispondono le forinole (4), 
(5) ^ (5') che abbiamo incontrate fin dal principio. 
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Il risultato espresso dairequazione (7) può essere considerato sotto un altro 
aspetto. Essendo, in virtù delle equazioni (i) cui soddisfanno le funzioni v, w, 

-x[(ll)‘ +(!=)■]. 

le due funzioni v, zu sono sempre fra loro indipendenti (escludendo il caso insignifi- 
cante che si riducano a due costanti). Esse possono dunque essere assunte come nuove 
variabili indipendenti, di cui siano funzioni le V, W. Ciò posto, se nelle due equazioni 
(i) s’introducono le espressioni 


a r_ BVòv ÒV dv èV 

du dvdu' dw 5 :^’ èw 


si trova che le stesse equazioni (i) equivalgono alle due seguenti: 


( 8 ) 


dV __ dW _ dfV ,dV _ 

dv d vj dv ' ^ d zv ^ ' 


La prima, considerata come condizione d’integrabilità, conduce immediatamente all’e- 
quazione (7). La seconda non può, generalmente parlando, servire allo stesso scopo, 
perchè u è una funzione delle variabili v e w non determinabile a priori. 

Le due nuove equazioni (X) forniscono, per determinare separatamente le funzioni 
V e W, le equazioni seguenti : 


( 9 ) 


Invece la (7) dà 



o, 


o . 


V 


d U 
dw' 


IV 


d u 

dv ’ 


e quindi, sostituendo nella seconda delle equazioni (8), si ha 
(IO) 

Dunque la funzione U non appartiene, in generale, nè al tipo F nè al tipo ÌV: ma 


d^U 

dv^ I ^ ^^2 


0 . 
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è del tipo F quando « riesce funzione della sola t;, ed è del tipo PF quando « riesce 
funzione della sola w. ^ 


Se per brevità 

si pone 


si trova facilmente 




dv du* 

s‘,y“ == 

aw 

donde 

ni^X. _ dv 
dv d:i^ ’ 

aw 

(II) 

du dx 

d 7 i 

— u 

dv i 


dv 

d 7 i ’ 


du 


o . 


Di qui, eliminando si deduce 

ò» / dii\ 

\ u dv / ' dtu divj 


(12) 

o, se si vuole, 


a 

dv ' 


0, 


d" logiri , 

d v'' ' d zF ” ’ 


ZT ‘'“nzione delie variabili asso 

cute . e z.. Non esiste un’equazione dello stesso ordine per r 

Dimostrerò qui, sebbene in questo momento non intenda' di fumé anni;-.' • 

1 esistenza d’una coppia di variabili associate z’ e zv iier le ouali '• r 

due fattori, l’uno funzione della sola v, l’altro dell sola <■' 1 > "T"" 11'”'“'' 

rione (12) '• ^ nella equa- 


li = 


si giunge a quest’eguaglianza 




>'(■01 _ 


Kt) ’ 




la quale non può essere soddisfatta che col norre -nnb; 1 ., • 1 • , 

stessa costante Ora il niTi 1 1 i- didut i membri eguali ad una 

bro è ■ ^ ^ ‘ il primo mem- 

dove A, B.c «no tre cosanti arbitrarie, cd il valor costante del detto primo mem- 
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bro è 4AB(f. Si ha dunque 

tj ; (wy = A^w 

dove A^ e B^ sono due altre costanti arbitrarie. Pertanto il valore di u che possiede 
la forma voluta è il seguente 

^ _ f4ABV w^-^A^tu-^B^ 

■ Ae‘'' + Br‘^ ’ 

cui corrisponde, come facilmente si trova mediante le equazioni (ii), il seguente va- 
lore di 

/ , A^ \At‘'’ — Be.-‘^'' 

^~~y^^lABc} +" 52 -"' ’ 

il quale, astrazion fatta da una costante clic si può sempre aggiungere a possiede 
pure la forma di prodotto di due funzioni, runa della sola Taltra della sola w. 

Da queste due espressioni di u e ;( in funzione di i;, w si ricavano le seguenti 
due equazioni per determinare v c w in funzione di e 


cAr + - .({ j;::: + - jés? > 


.[A li 11^ 

^ ~A B (■’ te' -j- w -|- /!_ 


+ 




Queste equazioni rappresentano due fainiglie ortogonali di coniche omofocali, i cui 
fuochi comuni sono suirasse delle n alla distanza 


\/^GABn^c — A\ 

- 8^/ir 

dairorigine. Se questa quantiti è immaginaria, Tasse focale cade invece siilTassc delle 
In ogni caso i valori ed i segni delle costanti debbono essere scelti in modo che 
le curve v = cost. siano ellissi. 

Ritorniamo alle equazioni (i), per introdurre in esse, al posto delle coordinate 
rettangolari u e le coordinate polari r e 0, legate alle precedenti dalle formole 

u ■=. r sen 0 , = r cos 6 . 
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Avendosi, per qualunque funzione 


df df ^ 

^ sen 6 4 - ^ ^ 

dr au d:( 


j 



[dti 


cos I 


df 

di 



se si pone f — W, e si sostituiscono nei secondi nieinbri i valori di 
dati dalle (i), si trova 


dW dJV 

dii ’ 


d W 
dr 


— u 


[i: 


sen 0 


dF 

du 


cos 0^ , 


d ^ 

ff '■ 


r II 


(d V n , d^'’ , \ 

a,. 


dV 


ossia, tenendo conto delle equazioni che si ottengono i’aceiuiu o = V, 


O3) 


d W 
d r ' '' 


— sen' 


dF 
df) ’ 


d IF 

ao 


sen f) 


dF 

dr • 


Queste sono le relazioni che lengon luogo delle (i) quando le variabili siano le 
coordinate polari. Eliminando alternativamente II' c F si trovano le equazkìiii diffe- 
renziali di 2° ordine 


( r' sen 0 
dr\ 

d /i dii 
a r \sen 0 dr 




ó IF 
<1 dh 


) 

) 




C) , 


la prima delle quali c la nota trasformata di quella di Laplau;. Si hanno pure, ana- 
logamente alle (3), (3'), le forinole 


(14) 


(HO 

Finalmente le 
renziali sono 


</;r= .sen f)(r 

\ dr 

1 d IF 


dF 
d<) ‘ 


ilF 


I 

sen 0 




dO 


lir 


d IF 
d 




equazioni (15) dimostrano re.sistcnza di due funzioni //, K i cui diffe- 
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ÌHz= Vdl 


Wdr 

dK=~ + Vstn^d^. 
r ' 


talché si ha tanto 

(16) 

quanto 

(160 


dK 
sen 0 ò 0 ’ 


Anche facendo uso di coordinate polari si può dunque esprimere in doppio modo 
le due funzioni V (t W mediante le derivate d’una stessa funzione o Jf. Ma queste 
due funzioni, soddisfacendo in virtù delle (i6), (x6') alle equazioni 

dK__ ^ dii ÒA__senOdH 
dO dr ' dr 50 ’ 

che non hanno la stessa forma delle (15), non appartengono (come le F, , allo 
stesso tipo delle F, W. Si può tuttavia osservare che dalle due ultime equazioni risulta 
l’esistenza di due nuove funzioni M, N date da 

lldr Kd^) 

dM=r.- 

r sen 0 


e tali quindi da rendere 


dN - II sen Odf) -\-Kdr, 


// r’ 


_ I dN 

à r sen 0 5 6’ 


,, 5 M dN 
= Sr- 


Poiché dunque queste funzioni M, N soddisfanno alle relazioni 


che posseggono la forma (13), se ne conclude ch’esse appartengono al tipo delle F, W . 

Ma ritorniamo airequazione (14). È noto che se, rispetto al polo r — o, si opera 
Finversione rappresentata dalla forinola 


rr' = c" . 
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la funzione potenziale F' che, nel sistema inverso, corrisponde alla primitiva F è data da 

r = r F, 

dove nel secondo membro si deve intendere sostituitt) ad r il valore inverso — . Ora 

r 

se si designa con JV' la funzione associata a V, si ha, dalla ricordata equazione (14), 

^.■scnO 

r [ah a r 

— - d/r — f'Fsen'o/O. 
r 

Questo risultato si può scrivere cosi 

//■') -1- /'.scnOd'; i 
ossia, in virtù della seconda equazione (i>), 

d^/F'-f- //•-{-FA') 

talché si ha 

»'■ .■(''■ + A-), 

omettendo la costante additiva. Se nel secoiuit) ineinhn) si sostituisce il valore di W 
dato dalla seconda delle equazioni (lù'), si ha 

ir . . .,à{rK) _ ^„a(rA') 
dr d r’ 

e quindi, ponendo finalnicnie 

K' rh\ 


IFdr 


n 


{> , 


si hanno le quattro forinole sc<'uenti 
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le quali forniscono le espressioni delle due funzioni associate V e W, tanto nello stato 
precedente quanto in quello susseguente all’inversione. Si può dunque dire che l’effetto 
totale dell’inversione, tanto rispetto alla funzione potenziale V, quanto rispetto alla 
funzione associata W, è rappresentato dal cambiamento di K in K', ossia dal cambia- 
mento di 

KCr, 6) m 6)^ 

Facciamo un’applicazione semplicissima di questo procedimento ad un problema noto. 
Pongasi 

( I|-. r"" — 2ar cos 6 i? ^ ’ 

cioè sia F la funzione potenziale esterna di una massa uguale ad i distribuita sopra 
una superficie sferica di raggio i? col centro nel punto {r =z 0 = o). La funzione 
è stata posta sotto questa forma perchè prenda il valor sulla superficie della sfera; 
A è una costante che determineremo in seguito. 

Essendo in generale, (i6'), 


K— yVscnOrfO -f- cp(r), 

si ha nel caso presente 

Tjr A ( \ — 2 it r cos 0 , cos 0\ , . . 

= „ -f- j + rtO. 

e siccome K deve soddisfare airequazionc 
r \ à i ,d K\ . (i ^ I ^ d K\ 

a r \ a ;■ ) + a o (s(^n o a 0 ) ~ ° 

[come risulta dal sostituire i valori (i6') di F e nella prima equazione (13)], si 
trova subito 

?(0 = + 


Di qui 


K' = rK=Al 


1/ 4 - r"" — 2 ar cos 0 , r cos 0 \ ^ 

- + — j + - 8 ^+ 0 , 


ossia, esprimendo per r' e tralasciando la costante C, 


K’ 




2 a* r' cos 0 





i: 
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dove si è posto a' = — . Di qui si deduce, mediante le formole (i6"), 

- - 

\ l/fl'"' + — 2 a! r' cos 0 Rr' 

w = a( 

\ — %a! r* cos 0 K j 


Sopprimiamo, come insignificante, il termine costante di questa seconda espressione, 
e disponiamo della costante A in modo che sia 


Avremo cosi finalmente 

r 


A e 
R 


1 , 


I R 1 

r' a ^ _ 2 a' r* cos 0 


l^-r = cos 0 


R r' cos 0 - a' 

a ..... za' r' cos h 


L’esattocza di questi valori c racilmeiiie vcriticabile. Se, per fissare le idee, si suj> 
pone che il polo sia esterno alla sfera ])riinitiva, cioè clie sia R - //, e se si fa Tin- 

versione in modo che tale sfera rimanga inalterata, cioè se si prende =. — i?% 

si riconosce tosto che la es]U'essione di V è quella della funzione potenziale esterna 
del sistema elettrico costitiiiu) da un’unità positiva di elettricità coiìcentraia nel polo, e 
dallo strato indotto da questa soju'a la sfera di raggio supposta ct)nduitrice c co 
miinicante col suolo. Anche il valore di //'' è iininediatainentc verificabile mercè il ri- 
scontro di quello clic venne dato precedentemente per il caso di masse distribuite lungo 
Tasse, maSvSe che qui si riducono a due, Tindiicenie e la sua immagine rispetto alla 
sfera. 




LV. 

INTORNO AD ALCUNI PUNTI DFXLA TEORIA DEL POTENZIALE. 


Memorie deWAcca^diemia delle Soienxe dell* Istituto <U Jìolognat serie III, tomo IX (1878), pp. 451-475. 


Scopo principale del presente scritto è la discussione di alcune forinole di Gauss, 
di grande importanza massimamente nella teoria del potenziale. Tuttavia siccome è mia 
intenzione di pubblicare in seguito altre riflessioni su diversi punti di questa teoria, 
così ho approfittato deiroccasione per anticipare fin d’ora qualche altra considerazione 
attinente al medesimo argomento, ed anclìc per istabilire alcune segnature ed alcune 
convenzioni che sono di grande aiuto a ben fissare e circoscrivere il senso delle pro- 
posizioni qui trattate e di quelle che mi proporrei di trattare in seguito. Del resto io 
suppongo già conosciute dal lettore le dimostrazioni delle formole fondamentali donde 
piglio le mosse, giacche il mio scopo non è di dare una nuova esposizione della teoria, 
ma, come dissi, di analizzarne e discuterne alcuni punti. Per la stessa ragione non ho 
quasi mai creduto necessario di trattenermi suirinterpretazione che ricevono gli otte- 
nuti risultamcnti analitici neiranzidetta dottrina, tanto più che ciò mi avrebbe costretto 
ad allungare lo scritto, senza vantaggio per l’oggetto immediato di esso. 

Segnature e convenzioni. — Per evitare tediose ripetizioni stabilisco innanzi tutto 
alcune segnature che ho costantemente seguite c che giovano moltissimo ad agevolare 
l’uso delle formole. Le tre lettere S, a, 5 servono di regola a designare rispettivamente 
uno spazio, una superficie ed una linea (più generalmente, un complesso di spazi, di 
superficie, di linee). Quando una superficie chiusa a serve di limite ad uno spazio 5, 
0 quando una linea chiusa .serve di contorno ad una superficie o-, la lettera n de- 
signa la normale alla superficie a od alla linea 5, normale considerata come raggio che 
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parte da un punto di cr, o di c che si dirige verso la regione denominata S 0 u. 

La stessa lettera n serve a designare la normale anche nel caso di una superficie 0 di 

una linea non chiusa, ma in tal caso occorre di volta in volta una determinazione più 
specificata per fissarne il verso senza ambiguità. 

Quando è necessario di considerare le due regioni dello spazio infinito che ven- 
gono separate da una superficie chiusa cr, se runa è designata con S, Faltra è desi- 
gnata con 5', ed in questo caso n' designa la normale a diretta verso la regione Sh 

Colla lettera r è rappresentata di regola la distanza assoluta di due punti dello 

spazio. Quando, in una forinola qualunque, uno solo di questi punti è considerato 

come variabile, l’altro vien designato come origine del raggio r, c può essere rappre- 
sentato coirequazione r 0. 

Occorre spesso di considerare una superficie sferica di raggio uno, col centro in 
un punto r = 0 : una tal superficie viene sempre designata colla lettera 11. 

Sull'espressione dei coseni in forma di deriyate, Alddansi due superficie arbitrarie 
a e , e siano n ed le loro normali, o, più esattamente, le distanze variabili con- 
tate, sopra ciascuna di queste normali, in un sen.so prestabilito, dai piedi delle nor- 
mali stesse. Quando uno stesso punto p dello spazio c il termine comune d’una nor- 
male n c d’una normale è molto comodo, in diverse circo.sianze, di far uso del- 
l’eguaglianza 

àn f \ 

^ cosi;/, n ). 
dn^ 

Per la retta interpretazione di questa forinola è Inme a\er presenti le riflessioni 
che seguono. Il primo membia) ])uò essere coinaJ.er.uo, a vidiauà, o come una vera 
derivata parziale, o come un semplice rapporto di due liifl’erenz.iali simultanei. Nel 
primo caso, bisogna conce]>ire il punto p come lietermin.ibile ili po.si/.inne per mezzo 
dei valori di tre parametri, che sono : la sua diiaanza normale dalla superficie e 
due coordinate curvilinee atte a fissare sulla superficie la pojazione ilei piede di 

questa normale . In tale concetto ogni quantità die iiipeinie dalla posizione del 
punto /), quale c appunto la lunghezza n di ima norm.ile coiiiiotia via esso alla su- 
perficie c-, diventa funzione di quei tre parametri, e la derivata parziale ili questa fun- 
zione rispetto al parametro equivale appumo, in grandezza ed in segno, al coseno 
dell’angolo che la direzione positiva di u fa colla direzione positiva di . Nel secondo 
caso invece bisogna immaginare che, tenendo ferma la retta , il punto /> riceva uno 
spostamento infinitamente piccolo lungo questa retta, e passi nella posizione p\ cui 
corrisponde la distanza dal piede della normale //, . Se dal punto // si può 

condurre più d’una normale alla superficie c, ve ne sarà una, infinitamente poco di- 
versa in grandezza e posizione dalla //, il cui segmento compreso fra il punto p' e la 
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superficie ex, misurato nello stesso senso di ha una grandezza ^ -f- 5 /z infinitamente 
poco diversa da n. Ciò posto, in virtù del teorema che se, a partire dai punti d'una 
superficie, si prende su ciascuna normale ed in uno stesso verso un segmento di gran- 
dezza costante, il luogo degli estremi di tali segmenti è una superficie avente le stesse 
normali della prima, si ha subito 

èn — cos (n, , 

e quindi il primo membro deirequazione superiore si presenta come il rapporto dei 
due differenziali simultanei òn e dei quali il secondo è arbitrario ed il primo no. 

Avendo riguardo a queste dilucidazioni, riesce manifesto in qual senso si possa 
legittimamente porre Teguaglianza 

dn èn^ 

dUj dn 

tanto sotto l’uno, quanto sotto l’altro dei due aspetti testò indicati. 

Qualora la superfìcie fj si concepisca ridotta ad una superficie sferica di raggio 
infinitesimo, la normale n diventa il raggio r condotto dal centro di essa al punto 
variabile e però si ha 

dr dn, 

= nn cos (r, n J . 

Qualora invece la superfìcie a, diventi uno dei piani 3/:^, xy d’un ordinario 
sistema ortogonale, si ha ^ quindi 


dn dx 

d X d n 

d II d V 


= cos (z2, a) , 


cos (a, y), 


dn dx f V 

d; = a» = 

Che se finalmente hanno luogo ad un tempo ambedue queste particolarizzazioni. 


d r d A" 

§ X dr 

dr dy 

d y dr 

dr d^i 


cos (f , a) , 


cos (r, y ) , 


= cos(r, 0- 
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Avendo riguardo al doppio senso che si può attribuire, dietro quanto precede, 
alle espressioni 

dx dy di 
dn’ ’ dn 

nell’uguaglianza 

dF ^ dFdx dFdy BFd^ 
dn dxdn’' 8 v § n ' d § h ’ 


dove F è una funzione qualunque di x, y, si rende subito manifesto il doppio senso 
che si può attribuire in corrispondenza aircspressione che ne costituisce il primo 
membro. 

Nell’uso che si fa d’ordinario delle derivate rappi>rto ad una normale, nella teorìa 
del potenziale, il punto p ò posto sulla su[)eriicic stessa cui le normali si riferiscono, 
talché a rigore si dovrebbe scrivere 


in luogo di 





dF 

d n 


Ma in generale si sopprime riiulica^'ionc (// o), giacche non vi ha quasi mai luogo 

ad ambiguità. 

Relazioni e considerazioni analoghe alle i^reccdenti valgtmo cvidentenìcnte rispetto 
a punti e linee situate in un jnano ed a funzioni di due coordinate rettangolari a‘, y. 
Anzi si j)otrcbbero stabilire forinole analoghe ri.s]>eUo a ligure situ.ite in una superficie 
qualunque, qualora alle linee rette //, i\ ecc. sì .sosiituissero archi da geodetiche delinite 
in modo analogo. 


Dell'angolo visuale cfuna superpclo. — Se da un ]>unU) p dello spazio si spiccano 
tutti i raggi che vanno al contorno d’un elemento supeiiiciale situato in modo 

qualunque, si ottiene un cono semplice clic intercetta un elemento dii sull.i superfìcie 
sferica 11 che ha il centro in p. Quest’elemento dii misura Tangolo visuale delFelc- 
meuto dii rispetto al punto p; e, .se si conviene di attribuire a quest’angolo visuale 
il segno ~f~ 0 — secondo che i termini dei detti raggi si considerino giacenti suiruna 
0 sull’altra faccia deireleniento d si ha sempre 

d ' 

d il = d rj 
dn 


dove n è la normale eretta sulla faccia considerata. Questa formula conferisce a dH 
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un valor positivo allorché la faccia veduta dal punto p è precisamente quella su cui è 
eretta la normale n. In questa formola r rappresenta il raggio che ha Torigine nel 
punto p e che termina in un punto variabile della normale n : eseguita la derivazione 

di rispetto ad w, si deve fare nel risultato n = secondo quanto è già stato av- 
vertito in generale. L’angolo visuale d’una superficie finita cr, rispetto ad un punto p, 
è la somma algebrica degli angoli visuali d’ogni elemento da della superficie stessa, 
epperò, designando quest’angolo con (c)^, si ha 



Se si sup])onc che a sia una superficie chiusa, limite d’uno spazio connesso, e che 
n ne rappresenti la normale interna, si hanno dairintuizione diretta le proprietà se- 
guenti : 

Quando il punto p è nello spazio esterno a a, (cr)^^ ò costantemente uguale a zero. 

Quando il punto p è nello spazio interno a or, è costantemente uguale a 4 tt. 

Quando il punto p appartiene alla superficie < 7 , è uguale a ztt in ogni punto 

ordinario (cioè in ogni punto ove la superficie cr è dotata di piano tangente unico e 
determinato), ed in generale Tangolo visuale è misurato da quell’area sferica, porzione 
di 12, che é incontrata dai raggi spiccati dal punto p con direzioni iniziali interne alla 
superficie a. 

Queste })roprietà, in quanto si riferiscono al precedente integrale, costituiscono un 
teorema di Gauss, dato per la prima volta nella Theorìa attractionis corporum homo-- 
geneornni, etc. (Gottinga iSi ^) e completato più tardi nell’art. 22 degli Aìlgemdnt 
Lebrsàt:^e, etc. (Lipsia i(Sqo). 


Analisi di duo proposizioni di Gauss. — • Nella ])rima delle due Memorie citate 
dianzi sono svolti due procedimenti geometrici d’integrazione che si possono general- 
mente compendiare nelle due formole 


(a) 


/ 



dn 


o, 




f 


dFdS 

òr 





nella seconda delle quali p c il punto donde sono spiccati i raggi r. Benché si trovino 
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traode di questi procedimenti in anteriori scritti d’altri autori, credo opportuno chia- 
mare per brevità proposizioni di Gauss le due equazioni precedenti, perchè è fuori di 
dubbio che a lui se ne deve riiso sistematico e fecondo. 

La dimostrazione di queste due forinole nt)n presenta alcuna diflicoltà, anzi può 
dirsi intuitiva, finché la funzione F è inonodroina, continua e finita in tutto lo spazio 
5 limitato dalla superficie a. Ma quando queste proprietà vengono meno in punti, 
linee o superficie, la detta dimostrazione esige particolari riguardi, se pure, insieme 
colle proprietà stesse, non vien meno addirittura la validità delle torniole in discorso. 
Una discussione completa dei vari casi die si possono presentare in proposito non sa- 
rebbe scevra da diflicoltà. Ma per la teoria generale del potenziale lia spedale impor- 
tanza il caso che la funzione F perda le sue proprietà in jnnui isolati, laonde ci oc- 
cuperemo per ora soltanto di questo, e, per una ragione dìe si vedrà in seguito, isti- 
tuiremo la relativa ricerca sulla prima delle due forinole. 

Supponiamo dunque che la funzione F cessi d'c.ssere monodronui, o continua, 0 
finita in un solo punto 0, interno allo spazio .V, punto che piessiamo far coincidere 
coiroriginc delle coordinate. Descrivendo inujrno ad una .superficie chiusa tutti 
i cui punti siano a distanza finita da () e da 't, si viene a dividere Io spazio S in 
due, cd 5,, il primo dei quali comprende nel suo interno i! punto critico, mentre 
il secondo, limitato dalle due superfìcie c ^ e 'j, non pre.sema alcuna singolarità per la 
funzione. Applicando a questo secondo spazio la forinola (u), si ha 



dove è la normale esterna alia superfìcie . .Se riniegrale 



è finito c determinato, nonostante la presenza del punto critico, la precedente equa- 
zione si può scrivere cosi 



epperò, affinchè la forinola (a) rimanga inalterata anche nelPipotesi di cui ci stiamo 
occupando, è necessario che le due quantità 



si mantengano finite, determinate e fra loro eguali. 
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Per esaminare se, e quando ciò avvenga, rappresentiamo con ;c, j;, r le coor- 
dinate ed il raggio vettore (spiccato da 0) d^un punto qualunque m dello spazio S^, 
e con 7), C, p le coordinate ed il raggio vettore (rispetto agli stessi assi ed alla stessa 
origine) d’un punto p., che considereremo come appartenente ad un secondo spazio \ 
la cui corrispondenza col primo è definita dalle relazioni 



dove w è un esponente maggiore di zero. In virtù di queste relazioni i punti corri- 
spondenti dei due spazi sono allineati col punto 0, il quale corrisponde a sè stesso; 
e la funzione F, considerata come dipendente dai punti dello spazio \ anziché da 
quelli di , conserva come tale tutte le proprietà che già possedeva rispetto alla con- 
tinuità; del che c agevole convincersi. Ciò premesso, avendosi 

^ — X r”””' , 7) = 3; r"'"*' , ? 

ed indicando con a, [i, y gli angoli fatti coi tre assi dalla direzione comune dei due 
raggi r, p, si ha 

p ^ \ fj 

^ Cn — I ) cos a cos p , 

dx r ^ ^ 

P / N 

— = (n — I j cos a cos y , 

dx r ^ ^ ‘ 

epperò dalla forinola 

d.x ~ dx a-n dx dx ’ 

si deduce 


dF dF p 

dx r 


dF p 


, , ^/dF , dF , ÒF \ p àF ? . . .dF 

— 1)1 - cosa+ _ cosi 4- cosy cosarli:— — l 

h dir ^d? 

D’altronde, avendosi 


cosa. 


P — P_, 


la relazione 


(Ir 

dS' 


r 

rdr ’ 


che manifestamente sussiste fra elementi corrispondenti dei due spazi, somministra 


dS 
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epperò si ha 
Ma per essere 
si ha inoltre 




^ 1 p' ■ ' '^p 


1^-.. 
P J » 




dF __ a lFr^\ ^ z(tì — i) Fr^cos x 

a? V 


^“a;Vpv'^ » 




donde 


a(FrO_ 2 fr^ 

5 p df ìJ f 


aF ,, .aFF ^ .sàU-r‘)cosx 

a? p ' ^ 5p p a; \ p 


si ha dunque finalmente 


fi — I r' cos %)d 

C); 


Ciò posto, aniincttiamo che la tunzioiu* 

/•■;■ 


la quale, per le ipotesi gii falle ri.s]H*iit) aii /*, è luon» uir»>' na, enuiinu.i e finita nello 
spazio tranne, al più, nel |)unio (\ eonservi lune le ]srnpriet.\ Muiiieiie anche in 
questo punto, epperò in tutto lo sjìazio ira%Ìonnaii» iL hvu'/.A eccezione. In forza del- 
Fidentità 

Fr’ COS 7 : ^ ^ ^ i COU % , 

e chiaro che, aniinessa tale siij)posizioiie, anche la funzione 

F r' COS y. 


si mantiene inonodroma, continua e finita in tutto lo spazio 1 . giaccliè, ainiullandosi 
per p o, essa resta inonodroina anche ne! punto () non ostante la presenza del 
fattore cos a, che ammette in tal punto uifinlinità di valori. Da ciò consegue che il 
valore delFintegrale 


rdF 
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è finito e determinato, giacché i due integrali 


/*a/Prn,„ /•d(Fr^cosa)i2„ 

J 55 J — àf V 


dai quali esso dipende in virtù dell’equazione ottenuta dianzi, sono calcolabili mediante 
le formole (a) e (b) (non esistendo alcun punto critico nell’interno di 2^) ed assu- 
mono espressioni perfettamente finite e determinate. 

Per maggiore semplicità, supponiamo che e quindi siano spazi sferici col 
centro in 0 e coi raggi . Considerando una superficie sferica Sì col centro nello 
stesso punto 0, dalle suddette formole (a), (b) si ha in tal caso 




/’a(Fr=cosa)£Ì_2„ _ _ f 

J — - J o 




— Frlcos ocdLÌ^ 


epperò 

ossia 

dove per maggior chiarezza c designato con il valore che prende F nell’elemento 
d(j^ della superficie sferica di raggio che limita lo spazio S^. L’integrale del se- 
condo membro ha un valore finito e determinato per quanto piccolo sia come si 
riconosce ponendolo sotto la forma 

esso equivale inoltre precisamente all’integrale 

nel caso (già supposto) che sia una superficie sferica. Dunque quando la funzione 
F perde i suoi caratteri generali in un punto isolato dello spazio S, in guisa però che 

BE1.TRA.MI, tomo III. 
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il prodotto 

L^l - Fr-- 

^,-Fr , 

dove n è numero finito e maggiore di zero, li conservi anche in questo punto, la for- 
mola (à) si mantiene sempre legittima. 

La condizione teste enunciata si può esprimere in altro modo, dicendo cioè che 
la formola (a) sussiste anche quando la funzione F abbia neirinterno di S un infinito, 
l’ordine del quale sia inferiore a 2 d’ima quantitd assegnabile. 

Questa condizione è sufficiente, ma non c necessaria (almeno quanto airultima 
determinazione). Infatti prendiamo per F la seguente funzione del solo raggio vettore r 


F = 





dove p. è un esponente positivo. Questa f unzione è monovirtuna, continua c finita j>er 
tutti i valori di r inferiori airunitA, tranne per r ■=: o. IVr ijuesi’uhimo valore di r 
essa diventa infinita, e rintcnsit;\ di questi) infinito è e^idenuincmc minore di quella 

deirinfinito di per r = o, ma la differenza fra Fordinc deirinfinito della funzione 

jF e 2 è inassegnabile; giacche il valore di /*“/"*’ per r lendeiitc a zero, tende airin- 
finito od a zero secondo clic ti è maggiore di zero od eguale a zero. Ora si ha 


donde 



talché, fitto dS= r'ilrdil e supposto lo spazio Ò sferico, col centro nel punto r = 0 
e col raggio a 1 (nel qual caso rintcgrale di superficie riesce nullo), si ha 



Essendo dunque evidentemente 

il primo integrale del secondo membro è certamente nullo, giaccliè, jx^r essere p- nu- 
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mero positivo, si ha 



(log-^y (“’st)'’ 


ma il secondo integrale è nullo (per la stessa ragione) soltanto quando p, è maggiore 
di I, mentre è indeterminato per p < i e per p = i, nel qual ultimo caso l’integrale 
stesso prende la forma 

2 


£giogiogAy|igii. 


Quest’indetermmazione riwsulta da ciò che i due integrali 


j d(ìog yj , ^ j log log— (f^<i) 

sono infiniti. Dunque, per la particolare funzione F di cui ci occupiamo, funzione il 
cui infinito è d’ordine inferiore a 2 ma d’una quantità non assegnabile, la forinola (^) 
è valida quando > i, ma non lo è più quando p- ^ i, mancando in questo se- 
condo caso airintegrale di spazio il carattere essenziale della determinatezza. 

Del resto, dal punto di vista delle ordinarie applicazioni alla teoria del potenziale, 
un’analisi più minuta della questione non avrebbe importanza ])roporzionata alla diffi- 
coltà, laonde ci contenteremo d’avere stabilita la condizione sufficiente che venne for- 
mulata più sopra. 

È manifesto che, quando tale condizione sia soddisfatta per ciascun punto d’infi- 
nito, requazione (d) c valida anche quando nello spazio S esistano molti di tali punti, 
purché siano a distanza finita rimo daH’altro. 

li nelle stesse circostanze è valitla anclie la forinola (/^), purché ncvssuno degli in- 
finiti cada nel punto j\ in caso che questo sia interno ad S [esclusione naturalmente 
suggerita dalla forma stessa deirequazione (/i)|. Infatti quando p é un punto UvSterno 
ad S, la forinola (A), il cui ultimo termine é allora nullo, j)U(’) essere ricavata dalla (r/), 
come si accennerà più innanzi : ora ciò basta per rendere applicabili in ogni caso le 
precedenti considerazioni sugli infiniti alla detta forinola (A), giacché se p é interno 
ad 5, non si ha che a togliere da questo spazio una porzione die includa il punto p 
e che escluda i punti d’infinito. 


Del nesso che ha fuo^o tra le due proposizioni (a) e (h). — Delle due proposizioni 
testé esaminate la seconda é quella che, a mio avviso, dev’essere considerata come la 
più generale c che, rispetto particolarmente alla teoria del potenziale, possiede un ca- 
rattere di fondamentale importanza, cosi da poter essere riguardata come la chiave di 
tutto ralgoritmo proprio di questa teoria. 
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Osservando che si ha 


dF 

~dr 


dFdx 
dx dr 


4. 

' dr ' 


dFdji 

di dr 


dFdr , dFdr , dFdr 
dx dx' dy dy di di ’ 


essa può scriversi nel modo seguente 


Èf -L -f 

dx dx ^ dy dy ' d^ 



: W+/ 


a,d_ 

F d'T 

dn 




o, più concisamente, adoperando un’abbreviazione usiiata, 


/ 




Mi 


w / > -41 ./--HF,. 

Quando il polo p c esterno allo spazio 5 , questa forinola può scriversi cosi 

/■p Z al- /•\-os(/ n)</'7 r O, 

dove R b la distanza del polo p da un punto iisso, che può essere, per esempio, Fo- 
rigine delle coordinate x, ^5 l*acendo allontanare indeiinitamentc il polo p nella di- 
rezione delle X negative, si ha di qui 


ovvero 

(a) 


J dx‘^^ + 

fl'M +!'■■> 


formola che contiene la prima delle due j^roposizioni di CIauss, la quale pertanto rientra 
come caso particolare (o, vSc [dii piace, come caso limite) nella seconda. Per converso 
dalla prima non si può ricavare senza considerazioni aieàliari la seconda, se non nel 
caso che il polo p sia esterno allo spazio S. Infatti se (/ è una seconda funzdonc, le 
cui derivate prime siano monodrome, continue e finite in 5 (salvo, per queste derivate, 
gli infiniti d’ordine inferiore a 2 di cui s’è già jìarlato a })ro})osiU) della funzdonc F), 
dairequazione {a) e dalle due analoghe rispetto alle coordinate y e ^ si trae 




fj 
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formok che giova scrivere nel modo seguente 

In questa forinola è legittima la particolarizzazione 



quando il punto f = o, origine fissa del raggio r, è esterno allo spazio 5 (mentre 
non lo sarebbe nel caso contrario, giacche le derivate di G avrebbero in 5 un infinito 
di second’ordinc). Per tale sostituzione si ricade suirequazione (h^') col secondo membro 
nullo (come dev’essere), che e quanto dire sulla formola (h) riferita al caso del polo 
p esterno ad S. Ma non si potrebbe giungere per mezzo della proposizione (^d) alla 
proposizione completa Q)) senza far intervenire, più o meno apertamente, le conside- 
razioni spettanti al metodo d’integrazione polare. 

Ciò non toglie, del resto, che, per certi scopi, giovi riguardare la formola (a) 
come respressione diretta d’im processo integrale, che altrove abbiam chiamato cilin- 
drico. Noi stessi abbiamo precedentemente fondato sovr’essa appunto la discussione 
relativa agli infiniti, per rendere più agevole il calcolo. Anzi dal punto di vista dell’uso 
di coordinate generali, le due forinole si presentano veramente come parallele [sul qual 
proposito mi permetterò di qui rammentare la mia Memoria Sulla Lcoria omerale dei 
parametri diffcrcuz^iulif che ebbe Tonore d’essere inserita, nove anni or sono, nei vo- 
lumi di questa stessa Accademia *)|. Ma panni esatto il dire che, ove si miri a ridurre 
ai minimi termini il sistema delle forinole fondamentali relative al potenziale, la pro- 
posizione (/^) si presenta naturalmente come la prima e la jviù essenziale. In prova di 
che riassumerò qui, nel modo più semplice e breve, la 


Deduzione delle formolo fondamentali per la lcoria del potenziale di spazio. — Quando 
la funzione F possiede la proprietA d’avere anche le derivate prime monodrome, con- 
tinue e finite in 5, è lecito porre (1 — h' neirequazione (r), e si ha 


(O 




dF 
d n 


dfj — o . 


Quando poi ambedue le funzioni F e G sono monodrome, continue e finite in 5, 
insieme colle loro derivate jìriine, si possono, neH’equazione anzidetta, permutare fra 


") Queste Opere, volume II, pag. 74. 
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loro le funzioni stesse^ c dui confronto dei risult*iti si tnic il IctìiìtiG di Green 
(e”). J{F\,G - Gs^F)dS + = 

Nella medesima equazione (c) c sempre lecito porre 



e si ha in tal modo 


/ 




a. 


Se, dopo aver scritto in quest’equazione F in luo'io di ('r. si elimina il primo integrale 
mediante l’equazione (/''), si ottiene 


(ri") 



I dF 

r è n 



dS, 


dove F c una funzione monodroina, continua e iinita insieine colle sue derivate prime 
in tutto lo spazio S. Onesta forinola esprime il tf ifììììI di (iKj.j \\ se non nella forma 
in cui venne dato primierameiue dal smi celebre autiue | forma alla quale del resto 
sarebbe facile i! passare, occorreaiiio, mercè il lemma in quella sotto la quale è 

(in generale) più opportuno valersene. 

Abbiamo tacitamente siij^po.sto lin qui che .S tt»*,f*e h» ;»pa/io tiniio racchiu.so 
entro la superficie Se, invece di questt> r.pazio, si vÌo\esse comàderare lo spazio c- 
sterno S\ gioverebbe ajìplicare dajqu ima le forinole ad uno spazio finito /\ , com- 
preso fra la superficie cliiusa (od il complesso di raiperlivie chiuse) 'i ed* una superficie 
sferica di centro p e di raggio R abbastanza grande perchè tal superficie riescisse esterna 
a <7. Distinguendo la pane relativa alla su|>eriicie sferica d.a quella relativa a nel 
secondo membro deirequazione (r'"), si ha cosi, per lo s;sizie> /g , 





I dF 
r d ri' 




+,/ 


'c)(RF) 
ÓR 


dii 


/V". 


equazione in cui n' designa la normale esterna airelemento superficiale e (0:)^, è 
Tangolo visuale (o la somma algebrica degli angoli visuali) di cr rispetto al punto p, 
nell’ipotesi che la faccia considerata come positiva sia sempre rinterna, com’era sup- 
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posto nella forinola (c'"). Facendo crescere indefinitamente il raggio R, si ottiene 

’A F 


(c”") 

a condizione che si abbia 

(d) 


/(4 





/ 


diRF) 


dii-. 


(R = 00 ), 


qualunque sia il punto p (condizione soddisfiitta, coni’c noto, dalle funzioni potenziali). 
Naturalmente bisogna supporre che Tultimo integrale del secondo membro si mantenga 
finito e determinato nonostante restensione infinita del campo d’integrazione, ciò che 
ha sempre luogo per le funzioni potenziali di masse finite. 

Quando la funzione F ò inonodroma, continua c finita colle sue derivate prime 
in tutto lo spazio, si può sopprimere ogni superficie r?, e si lia semplicemente 




F = — r ds, 


dove 5 rappresenta l’intero spazio, o a meglio dire quella parte di esso dove ha 
un valore diverso dallo zero. 


Deduzione delle formole fondamentali per la teoria del potenziale di superpole. — 
Consideriamo ora una funzione F la quale, in tutti i punti dello spazio ad eccezione 
di quelli d’una superficie a, sia monodroina, continua e finita insieme colle sue derivate 
prime, .soddisfaccia all’equazione F = o, e possegga alFinfinito il carattere (J). La 
superficie cr può essere chiusa od aperta, ma per ora giova considerarla come chiusa: 
ciò è lecito, poiché ad ogni superficie non chiusa si può associare un’altra superficie 
non chiusa, terminata allo stesso contorno e scelta in guisa da chiudere, insieme colla 
prima, uno spazio finito S. Ciò posto dairequazit)ne (r'") si ha 


eo 





("W, 


r 

I 

di- 

// /T 

” <3 n 

r 

dn / 

’ a or , 

r 

I 

dF^ 

|d <7 , 


r 

dn' J 


dove p è un punto qualunque dello spazio, esclusi quelli della superficie c, e dove le 
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segnature F„, servono a distinguere i valori di F sulle due faccie della superficie 
stessa. Sommando membro a membro le due equazioni precedenti, si ha 





fF-F v aF\ 


Quest’equazione è valida qualunque sia la superficie <7, chiusa od aperta. Infatti in ogni 
porzione di 'j che non presenti discontinuità nè per la funzione nè per le derivate 
prime di questa funzione, si ha 


F„, = o, 


dF , dF 

a» "•“aH' 


cosicché ogni porzione cositìatta (qual sarebbe appunti^ una superficie aggiunta alla 
vera superficie di discontinuità per chiudere ccm essa uno spazio) si può sopprimere 
come priva d’influenza siiirintegralc. Del resto requazioiie precedente si può scrivere 
anche cosi 



designando con cr il complesso delle due faccie della ^aiper^lcie r; e con // la doppia 
normale d’ogni suo elemento. Sotto questo aspetu» la forinola si presenta come iden- 
tica alla seconda delle (r'), qualora in quest.i si concepisca la g come formata di due 
fogli sovrapposti, cioè qualora vi si consideri la 7 come superficie chiusa non raccliiu- 
dentc spazio. 

Ponendo 


F, --- F I 


•t - 


dn dfi' 


requazionc ottenuta diventa 



e contiene tutta la teoria delle funzioni potenziali di .semplice c di doppio strato. Mssa 
mostra in particolare che una funzione potenziale di superfìcie è determinata in tutto 
lo spazio quando (oltre i soliti caratteri generali) si conoscano le differenze di valori, 
lungo la superficie di discontinuità, della funzione stessa e delle sue derivate normali. 
Se la funzione è continua e le derivate sono di.scontinue, il jxnenziale aj^partiene ad 
uno strato semplice di densità h (potenziale elettrostatico); se Li funzione è disconti- 
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nua e le derivate normali sono continue, il potenziale appartiene ad uno strato doppio 
di momento g (potenziale elettromagnetico). In generale la funzione rappresenta un po- 
tenziale misto. 

L’equazione (^") vale per ogni punto p non appartenente alla superficie di di- 
scontinuità. Ma è facile trovare l’equazione analoga per un punto q della superficie 
stessa. Basta applicare ordinatamente le equazioni (e') ai due punti q^^ q^, aderenti a 
q l’uno dalla parte di w, l’altro da quella di n\ attribuendo in ambidue i casi a 
il valore corrispondente al punto q (nel che non è da dimenticare che l’angolo visuale 
è sempre riferito alla faccia di normale n). Sommando le due equazioni cosi ottenute 
si ha 


(«"') - [4 


f "-r r 


hd< 


con che resta determinato il valore che Tintegrale del secondo membro prende in un 
punto q della superfìcie < 7 . 

Un teorema importante per le funzioni potenziali di superficie ò il seguente. Siano 
F ed Fj due funzioni della stessa specie della F di pocanzi ed aventi una stessa su- 
perficie di discontinuità, superfìcie che per un momento supporremo di nuovo chiusa. 
In virtù dcirequazione (r"), successivamente applicata agli spazi S ed si ha 


r(j: 5/4 

, y.- 5/0 

p/T 0 , 

J \ " dn 

dii ! 


. y; 5/-'^ 

'"'dW i 

: : :: 0 , 

eppcrò, sommando, 



^ J \ " d il ' '' d n 

: -- f - 

' dn 

- /•■ 

■” dn' 

Quest’equazione è indipendente dalla 

suppo.sizione 

che r, sia 


d 


o . 


in ogni punto che non sia di vera disconiimiità per le fiinzioni e per le loro 

derivate prime, si ha 


F 


'' d n 


' " did 


i: ÌL4.F 


o . 


Ciò posto, supponiamo che F cd siano due potenziali di strato semplice, corrispon- 
denti alle densità h ed /; . Hssendo in tal caso 


F r= F 


I»' ? 
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l’equazione (/) diventa 

C/') 


J FhJ<j= J‘}-\hiì<T. 


Supponiamo invece che F ed f\ siano due potcìiKiali di doppio strato, corrispondenti 
ai momenti g^^. Essendo in tal caso 


dF , dF _ 
dn + dn' 


dF\ 

dn 


a/ 
a n 


o. 


la stessa equazione (/) diventa 



L’equazione (/'), gi;\ stabilita con altre ctmsidierazinni d,.i ( i.\rss (JUgtineine l.chrsal^e, 
Art. 19) e sommamente utile in elettrostatica, amcinv ad una dimostrazione facile e 
diretta del teorema di recij)rocità per !a ctjsì iìiua funzione di Sieiu) infatti 

F, Fj due tali funzioni, relative ad una nuaUNima %nj ti1kie vale a iiire, detti r, 
i raggi vettori uscenti da due punti fissi /u p.. sicno I\ I\ c!ue funzioni, le quali, oltre 

le solite proprietà, prendano nei pumi di ^ eli Me si \a!iui di * ed ^ risjiettiva- 
mcntc. In tali ipotesi reqiiazitme (/') di\enia 


./ 




cioè [in virtù deirequazione (<’") riferita a! ca-.*» 'i a o| 


l\iP) 

eguaglianza die esjìriine appunto la redpiMzii.i in d:i' 

L’equazione (7^'), che può t ;.iere i.tili!:e!i:i’ Ì!:\(^a!.i iiellù iett: o!ii.i;;netÌMno, serve 
a stabilire il teorema di reciprodui ptr quelò- altri ni, an.iù ; !.e a t[nd!a ili (ìkhhm, 

che vennero da me conr.iderate nel ò a.|, 1 ) i.ille A‘:. . u/s' :ììI!j < j;;ì7;/ì;/ù j thi ihiiiìi, 
inserite nelle Memorie di qiicsi’Accaiiemia (1*^7 u i j ) ' )• questo argomento 

mi riservo di ritornare più difiiLsameme in altra tK\,\: 'univ. 


Considerazioni ulieriori sulfeguazionc (ì'j. Darò tirmine a! presente scritto dc- 
ducendo direttamente dalla propinsizioiie fondamentale di (jau^s un teorema, del quale 
ho fatto uso nelle dianzi citate Kicerclje, e che lu> sviluj>pato eziaiuìio in una Noia sulla 


0 Qjaeste Opere, volume II, pag. 202. 


55] INTORNO AD ALCUNI PUNTI DELLA TEORIA DEL POTENZIALE. I 47 

teorici dei solenoidi elettrodinamici (Nuovo Cimento^ 1872) *). Questa nuova deduzione 
gioverà anche a chiarire con un esempio Futilità delle osservazioni fatte precedentemente 
sulFespressione dei coseni per mezzo di derivate. 

Sia q un punto preso nelFinterno dello spazio 5 , e 7' un punto infinitamente 
vicino ad esso nella direzione del raggio r, uscente dal punto fisso p. Se si pone 

qq' =zdr, F — F = dF, 

dove F ed F' sono i valori della funzione F in q q q\ la derivata parziale che figura 
sotto il segno integrale nel primo membro delF equazione (/;) 




si può considerare come il rapporto dei due differenziali 9F, 5r. Ciò posto si conce- 
piscano le due superficie inlinitamente vicine e c', appartenenti al sistema 


F COStailtC 


e passanti pei punti q c q'^ e si rappresenti con dn^ la distanza normale del punto 
dalla prima di Cvssc, cioè da . Ponendo, come è lecito, 

d S , 

dove dfj^ è un elemento della superfìcie circostante al punto y, si ])uò scrivere 


dFdS 
d r r^ 


. j. I d ii 

dh 

r 0 r 


5 


Dei due differenziali dr, dii^^ che entrano a formare il rapporto 


d il ^ 

dr 


a).s(H, )-), 


venne qui assunto arbitrariamente il primo, ed il secondo risultò determinato da esso. 
Ma, come sappiamo, si può porre anche 


cos(«,a) 


d^ 


purché si consideri dii^ come un elemento lineare di lunghezza arbitraria condotto dal 


') Queste Opere, tomo II, pag. 1H8. 
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punto q normalmente alla .suncrlieic <j , e vt e» ina- i nicrantnio che rù-.-v. 

^ . j in cons^ 

guenza il raggio r, quandu 1 iMiuiiua varuiui a qucMo raggio passa dallorigine al 

termine di tale clcmciito c5«, . Se questo leni. ine si preiiele suiu suj'e-rficic < 7 ’ f •] 
caso il nuovo diifcriscc in giaiuiizza dairaimo» M.’t.into nel stcond’ord'ine'» F.v 
cremento di' conserva il piiiiiiiivo salme, pud i 
in ogni punto di e'. Si può lUaiqut suotu 


rdine), l’in- 
-ne /■ C, per ipotesi, costante 


di'iìS 

d f' f ' 


0 i . .. li ^ 
f ' n ^ 


epperò il coiurihiift) .irri-c.iin diriìUfiiMlr 




l .i .S 


da quella porzicaic (infìniLiiiuutr jv 
fra le due Mipciticie r 


f- 


i * /* li ^ 

ti n ‘‘ 


S Jif i- c 


" Ciuìiprc^a 


dove ;/j è la licirin.ik' 

V riceve un iuci um i,:i) k ; 

y.ione di MipcriiJe ikr 
ref,uiai'Jiau7.! 


nella tjualc c nv\H» i! -i! 
ineuihrc). CjiK'M Vid.jdkui: 
perchè riuiriU'ale 


è sempre fiiiiuK In 
niarc nella segueiiu* 


.:.S 

• f r ' 


f. / 




/■ 


ia iiiri/iunc 

^lid:ìì,i por- 
‘ i'un porre 


ii'i secondo 
'dsi/io 5, 


*uu irasfur- 


« 



/: 


r-} I 


bs’ 

I: 
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Il primo membro di quest’equazione rappresenta il potenziale elettromagnetico d’un 
solenoide genérale, della specie di quelli considerati nei già citati miei lavori. Ivi io a- 
vevo calcolato questo potenziale in un altro modo, e cioè (nella tacita supposizione 
che tutte le superficie intersecassero la a) considerando come superficie magnetica 
trasversale non già la c,, ma una delle due porzioni in cui la superficie g^ divide la 
superficie a: Per mostrare la concordanza dei risultati, non ostante la loro apparente 
discrepanza, supponiamo che della superficie g si scelga sempre, come diaframma ma- 
gnetico, quella porzione g^ che corrisponde a valori di F maggiori di quelli che questa 
funzione prende sulla rispettiva g^ , e che la normale sia sempre diretta nel senso 
dell’accrescimento di F; designiamo inoltre con F' il minimo e con F” il massimo 
valore di F nello spazio S. Avremo allora, ragionando neH’ipotesi che il punto p sia 
interno allo spazio 5, 



Sostituendo questo valore neircquazionc si ottiene 



risultato che sus.siste, come (acilmeiitc si verifica, anclie quando p è un punto e.sterno 

[(-), = o]. 

Combinando le due equazioni (^g') e (^g") col teorema di Greiìn, espres.so dall’e- 
quazione (c"'), .si ottengono risiretti vani ente le forinole seguenti : 
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la seconda delle quali coincide con quella da me data nella NoUi sopra citata. La di- 
versità dei secondi membri nasce, come si vede, dal diverso modo di scegliere le su- 
perficie magnetiche trasversali sostituite alle singole correnti del solenoide. 

W. Thomson ha fatto uso di considerazioni analoghe a quelle che servono di 
base al secondo di questi due proce.ssi, studiando certe distribuzioni magnetiche ch’egli 
chiama lamellari *). Ma panni più semplice e più appropriato il procedimento che 
venne esposto dianzi e che conduce alle forinole ed (/;). 


*) Reprint t)f papers on Pilcctrnstatics and Magnetism, gag. 
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SULL’EQUAZIONE PENTAEDRALE DELLE SUPERFICIE 
DI TERZ’ORDINE. 


Rendiconti del Reale Istituto Tjonibardo, serie II, volume XII (1879), pp, 24-36. 


Mi permetto di comunicare al R. Istituto alcune forinole, da me recentemente 
ottenute in certe ricerche di geometria analitica che pubblicherò quanto prima. Uin- 
teresse giustamente attribuito dai geometri alla teoria delle superficie di terz’ordine mi 
ha indotto a far nota fin d’ora, nei termini della massima brevità, Tapplicazione di 
dette forinole airimportante questione dciresistcnza e della determinazione del pen- 
taedro polare. 

Per maggiore semplicità e chiarezza, stabilisco da principio (nel n° i) le forinole 
di cui si tratta, in via puramente algebrica; nei numeri seguenti ne sono accennate le 
applicazioni al citato argomento. 

I. Rappresentiamo col simbolo [>.J la funzione razionale intera di 3"^ grado 
(i) [1] — pV -f- <7 a" -j- f X -f- 5 , 

nella quale p, 7, f, 5 non hanno per ora altro significato che di quantità indipendenti 
dalla variabile 1 . 

In virtù d’un notissimo teorema relativo alla decomposizione delle frazioni razio- 
nali, si ha la seguente identità 



dove sono le radici, tutte diseguali, dell’equazione razionale intera di 
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11° grado 


Prendendo FQC) sotto la forma 
dove 


FCK) = o. 

F(X) = o(iyHi), 

(f(X^=za(l — 

if(X) = b(i - ^)(X - /g(x - b;)(i — ^0, 

la precedente identità si converte in quest altra 

[«j* ^ V 1^-1' 


V (■''-"J 4 -V 

?' («,„) '1' ('^«) ^ ,f^ ? OO -y (/',.) 


ossia nella seguente : 

dove s’è posto 

(2) 

( 3 ) 


K.1* + 





t>. 


' ?0 ’jyuo 


(w I. 2 , 5, ), 5), 


(il t. j. , 1 , 6 ). 


Di qui rivSiilta che le due equazioni 


(4) 

1 

0 

(5) 


0 


esprimono, sotto due ionne ditTcrciui, una j;(»!a v incdc'.iina rrlazionr tra le quantità 
tutte disegnali ed i coelììeienti della iun/ione {).], 

Se le quantità c sono daue, le aiialor^lie epiaiìlità evi l'esiano conìplc- 
tamcntc determinate. Infatti requazione (^) dà 


o(M 

H . V liJ 


in . I. n 4, )> 

eppcrò la funzione intera di 5° grado o(a) è necessariamente la seguente 


(pQ) = d/(>.)y ^ . 

v«av(/or^--^ 


(0 



sull’eciuazione pentaedrale delle superficie di terz’ordine. 
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5é] 


Le restano dunque individuate come radici dell’equazione di 5“ grado 


( 6 ') 




'n[fa)] 


^\ — h 


risoluta la quale^ le sono somministrate dairequazione (2). 

Se invece sono date le quantità ed le analoghe quantità e non re- 
stano completamente determinate. Infatti Tequazione (2) dà 


KO = 


I 


(fìi = I, 2, 3, 4, 5), 


e queste cinque condizioni non bastano a determinare la funzione intera di 6° grado 
^(^)* Qualunque però sia questa funzione, essa, divisa per 9Q), deve dare un quo- 
ziente lineare, ^ ^ H- ed un residuo di 4'’ grado, il quale, prendendo gli stessi va- 
lori di per 1 = è totalmente determinato dalle cinque con- 
dizioni precedenti. Si trova così che la forma più generale di è la seguente: 


(7) 


!(>.) = ^ (^) W -f- ^ -f- ^ - 





Fissate dunque arbitrariamente le costanti si ottengono le sei quantità come 

radici dcircquazionc di 6^ grado 


(7') 




I 


I 



risoluta la quale, le sono vSomininistratc dairequazione (3). 

Osserviamo che se si scrivono le tre identità risultanti dal porre successivamente 
in quest’equazione a ^ 1 = >. m c si sommano, dopo averle moltiplicate 

rispettivamente per — b ^ , b^ — b ^ , b^ — b ^ , si ottiene, sempre supponendo dise- 
gnali le radici 

s ^ j 

equazione di 4*^ grado rispetto a ciascuna delle tre radici suddette. Ora siccome due 
radici dell’ equazione (7') si possono scegliere ad arbitrio, disponendo opportunamente 
delle costanti g-, h, così, se alla scelta arbitraria di queste due costanti si sostituisce 
quella di due delle sei radici, la precedente equazione (7") serve a determinare le altre 
quattro. 

BELTRAMI, tOItlt) III. 
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2. Ciò posto, supponiamo che i coetlicicnii /l r, delia tiiiiziciric (i) si 
funzioni lineari delle coordinate di un punto delki spazio. 

È sempre possibile determinare queste quauro fuii/ioiii in iiicidti clic, dando ì 

sei valori distinti, le corrispondenti equazioni j).] o r.ipprcsciiiiiìo svi piatii disti 

dati ad arbitrio. Geometricamente, ciò risulta dal fatiti che rcijiiazitiiìc jA| = o | 
presenta il piano osculatore variabile dhina cubica po!’»b.L c ìiiia uì linea è 
punto determinata da sci piani osculatori arbitrari. Ma la co%;i rit-,cc ovvia anche 
sè, osservando che, se si rappresentano colle eC|UJ/ioiii 

X ^ o 5 y o , ^ il, I II 

quattro piani fissi arbitrari, requazione 

àa'^ . hh'y ^ ; , j'd'i 

-j- a'(i — 1 ) /O. + ^ M i •'(! M ^ d/ I J’(i 

rappresenta un piano variabile, i! quale 


per A 



coinciile col jc’ani» 


A 


» À 


h 


/,' _ 


h 


)) 



)) A 


,/ 


» A .:--i l) 


Ora se la suddetia equ.izimic si hlni.i .;.ii di d 

appunto la lumia (ij; eosici-lie daiuiii : i, r ; u- 

rcquazionc [aJ =-; n eosi lorin.ita raj'piii.i;,;.. l 'u i su . .'r ■n- 

sere scelti assolutanieiue ati .iilitrin. ur-.' 

In base a questa .semplice osserv.ìzi.uu j u ssm;.. k. i.ssa - i di is,..,i,’i. me 
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come rappresentante una superficie generale di 3° ordine, giacché si sa che è sempr 
possibile, ed in infiniti modi, ridurre il primo membro delhequazione d’una tal super 
ficie alla somma dei cubi di sei funzioni lineari delle coordinate. Con ciò si viene sol 
tanto a supporre già determinata un’espressione del tipo (i) siffattamente, che l’equa 
zione [^] = 0 rappresenti i sei piani dell’esaedro di riferimento quando vi si facci 
X = il che è sempre possibile, per ciò che dianzi s’è notate 

ed è evidentemente attuabile in ogni caso per equazioni lineari. 

Ciò premesso, il fatto che l’equazione esaedrale (5) si possa sempre trasformar 
nell’equazione pentaedrale 

■(4) 


risulta senz’altro dalle forinole stabilite nel 11® i, giacche le riescono determinar 
come radici deircquazionc di f grado 


( 6 ') 


I I 


ed i cocdìcicnti sono dati dalla forinola 

“ ?'(0'K0‘ 

Formata poi che sia requazione pentaedrale (4), risulta parimente dimostrate 
dalle forinole dello sStcsso 1, che vi sono infinite equazioni esaedrali della medesim 
superficie, cioè infinite equazioni della forma (5). 

Ma per meglio riconoscere la natura degli infiniti esaedri di riferimento d’un 
stessa superficie di 3*’ ordine, giova specificare la forma deiresprcssionc [X], nel mod 
che viene indicato qui appresso. 

Rappresentiamo con 

( 8 ) 

t 

rcqiuizione pentaedrale della superficie, dove /t, , , u. sono cinque funzioi 

lineari delle coordinate, collegato tra loro dalla relazione identica 

= 0. 

i 


( 8 ') 


sull’equazione pentaedrale delle superficie di terz’ordine. 


ij6 


[5é 


Ponendo 

cp(X) = (X — a.)(X — aj(l — a,J(X — 


0 ) 



si ha in questa funzione [X] un’espressione del tipo (i), cioè lineare rispetto alle coor- 
dinate e di 3 ° grado rispetto a X, in virtù dell’identità (8'). E poiché dall’equazione 
(p) si trae 

( io ) ? ~ [^nJì 

cosi l’equazione [X] = o, per X = a, , a^, a,, a^, a^, rappresenta i cinque piani del 
pentaedro fondamentale. 

È bene osservare che le cinque quantità sono totalmente arbitrarie, fintantoché 
non sia dato un sesto piano fisso, contenuto nel sistema [X] = o. Se questo sesto 
piano fosse quello rappresentato dall’equazione 

basterebbe porre 

7. e è 

T«», H- ^ 


per ottenerlo dall’equazione [X] = o facendo in questa 




a 


T 


5 


e ciò qualunque fossero le costanti a, 6, y, fi (purché naturalmente non sia nullo il 
determinante ai — Sy). Di qui risulta che delle cinque arbitrarie due sole sono 
essenT^ialij, perchè anche se tre di esse ricevessero valori determinati, purclTÒ distinti, 
si potrebbe sempre, disponendo convenientemente delle due rimanenti e delle a, y, S, 
riprodurre Tequazione di un sesto piano fisso, dato in modo assolutamente arbitrario. 

In virtù della relazione (io), Tequazione pentaedrale (8) coincide colla primitiva 
equazione (4) ponendo in questa 


(”) 




(W = I, 2, 3, 4, 5), 


il qual valore, sostituito nelle equazioni (7') e (3), conduce tosto a concludere che si 
possono ottenere tutte le equazioni esaedrali del tipo 

1 


(5) 


o 



sull’equazione pentaedrale delle superficie di terz’ordine. 
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5é] 


trovando dapprima le radici ^ deU’equazione di 6® grado 

e ponendo poscia 

KX) = (7 - - bx^ - KK^ ~ bX ~ 

g = 




Per riconoscere i caratteid comuni a tutti questi esaedri (in numero quadruplice- 
mente infinito), osserviamo che se nell’espressione [!X], definita dall’equazione (9), si 
attribuiscono alle cinque funzioni i valori particolari ch’esse prendono in un deter- 
minato punto dello spazio, si ha identicamente 


[1] — M(k — — — 

dove 'a', X", V" sono i valori di 1 corrispondenti ai tre piani del sistema [1] = o 
che passano per quel punto, ed M c una quantità indipendente da Di qui, in virtù 
della relazione (io), si trae 

(13) = MX — 7 ')(a„ — X'')(a„, — X'") (« = i, 2, 3, 4, 5). 

Applichiamo questa relazione a due vertici opposti d’un esaedro, per esempio ai 
vertici (èj , b^, /;,) e (/;^, b^^ Z^J, ed indichiamo con i valori che prende la 

funzione nel primo e nel secondo punto rispettivamente. Si ottiene così 


donde 


ossia, in forza delle due equazioni (2) ed (ii), 


Di qui si trae 

(14) 


A u ti” = M'M" 

tn m m 


A^u[u; 


(m = I, 2, 3, 4, 5). 

A^ u' u” = A, u[ u'! = A u' u” = A^ u' u" , 

2 2 2 3 3 ì 4 4 4 SSS^ 




= o, 


e poiché d’altronde si ha 
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si conclude tosto che gli esaedri definiti dall’equazione (12) sono tutti inscritti nella 
superficie hessiana 


I m m 


e che in ciascuno d’essi i vertici opposti sono poli reciproci di questa superficie. Egli 
è perciò che questi esaedri si chiamano polari. 

Notiamo che l’equazione (7") può essere, in virtù dell’equazione (ii), scritta nel 
modo seguente: 


(12') 


I 


< p'(0 




= o . 


4. Passiamo ad altre forinole, che sono suscettibili d’essere applicate alle quadriche 
polari degli infiniti punti dello spazio rispetto alla superficie di terz’ordine, superficie 
che supporremo sempre rappresentata dalla sua equazione pentaedrale 


o. 


(8) X 

I 

Dal teorema già invocato al principio si ha, in primo luogo, la identità 

5 r(o/K) 4-? WG.)' ~ 

dove 

Se, tenendo conto deU’equazione (ii), si pone 


?'(0 _ B 

/(^j ~ 


ossia 

(15) 






B 


(m — I, 2, 3, 4, S), 


Tidentità precedente si converte in quest’altra 


(15') 


+ X oCrJ/'CO - 


Ma le cinque condizioni (15) individuano una funzione intera di 4° grado 
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che non può essere identificata con quella che noi cerchiamo (la quale è, per ipotesi, 
del 3° grado), se non nel caso che una delle radici dell’equazione/(>,) = 0, cioè del- 
l’equazione 

(lé) ^ ' 


Z-B Ck — a') 

I ni \ mJ 


rappresenti un valore del parametro \ al quale non corrisponda alcun piano del si- 
stema [X] = o. Un tal valore, anzi nel caso nostro Tunico, è il valore X = oo, al 
quale non corrisponde, in forza delFidentità (8'), alcun piano del sistema. Ora, perchè 
Tequazione (lé) abbia una radice infinita, bisogna che sia soddisfatta la condizione 


(léo 





quando dunque tale condizione è soddisfatta, l’identità (15') conduce a concludere che 
le due equazioni 


(17) 



= o, 


(17') 




9(0 


+ 




+ 


t(s) 


nella seconda delle quali le quantità , r, sono le tre radici finite deirequazione 

(16), rappresentano una sola e medesima quadrica. Questa quadrica è un cono di 2*^ 
ordine. Ciò risulta necessariamente dalla forma deirequazione (17'): ma si può veri- 
ficare facilmente che la relazione (16') non è appunto altro che la condizione neces- 
saria e sufficiente perchè Tcquazione (17) rappresenti un cono. Neirequazione trasfor- 
mata (17') questo cono è riferito ad un suo triedro coniugato, formato di piani del 
sistema [X] = o. Questo triedro coniugato può variare in infiniti modi, per Tarbitrio 
inerente alle costanti . 

Per determinare il vertice del cono basta porre nelhidentità (13) 


con che si ottiene 

dove 7/' è il valore che prende la funzione nel vertice stesso. Da questa relazione 
e dalla (15) si ha 

(17") «,< = = “A = 

equazioni che, mentre determinano la posizione del vertice, rendono inutile la rela- 
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zione (lé'), la quale diventa una conseguenza necessaria di esse e deiridentità 

1 

Tutto ciò non suppone altro se non che la quadrica rappresentata dall^equazione 
(17) sia un cono. Se ora vogliamo considerare questa quadrica come la prima polare 
d^un punto dello spazio, dobbiamo porre 

(»» = I. 2> 3, 4. 5), 

dove è il valore che prende nel polo. In tal caso le equazioni (17") si con- 
vertono nelle (14) del n° precedente, e però si conclude che, tanto il polo, quanto il 
vertice del cono polare sono punti della superficie hessiana, e propriamente poli reci- 
proci di essa. 


5. Consideriamo, in secondo luogo, fidentità 


4- 9(h)f'Vò "~ ’ 




dove è una costante arbitraria ed 

m = - oo - 0(1 - o; 

indi, tenendo conto della relazione (ii), poniamo 

K — 0?'_(0 _ R 


ossia 


donde 


/(« j = 


B.. 


(m = I, 2, 3, 4, 5), 


Si trova in tal modo che, assumendo per r,, le radici della equazione di 4° 

grado in 1 


(18) 

Tequazione 


I 
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è equivalente a quest’altra 
( 17 "') 


VCfLZl^a)M = o 

I ? (^k)f (O ’ 


con che la quadrica rappresentata dairequazione (17) viene ad essere riferita ad un 
suo tetraedro conjugato, formato di piani del sistema [ 1 ] = o. Questo tetraedro conju- 
gato può variare in infiniti modi, per Tarbitrio inerente alle costanti ed alla co- 
stante 

Se ora vogliamo considerare la quadrica (17) come la prima polare d’un punto 
dello spazio rispetto alla superficie di 3*^ ordine, dobbiamo porre 


dove è il valore che prende nel polo, talché le costanti diventano soggette 
alla condizione 



e siccome, denotando con ^ parametri dei tre piani [X] = o che passano 

per il polo, si ha dalla relazione (13) 




(a 

= M' A 


— g,) 


cosi ^equazione di 4° grado (18), che determina i parametri delle quattro faccie del 
tetraedro, si può scrivere come segue 


(19) 


I 

I 





— 




Questa forma della detta equazione conduce a segnalare tre tetraedri speciali, fra 
gli infiniti rispetto ai quali la quadrica polare è rappresentata dairequazioiie (17'"). Se 
infatti si dà alla costante arbitraria uno dei tre valori , per esempio se si 

pone a^ = la precedente equazione diventa 


Y fico = 0 

I 

epperò non vi rimane più traccia della costante . Ne risulta che il tetraedro deter- 
minato in tal modo è quello che è coniugato colle quadriche polari di tutti i punti 
della retta d’intersezione dei due piani 

[eJ = o, [e.] = o, 


BELTRAMI, tOmO III. 
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retta che del resto può essere una qualunque, se si considera che oltre Tarbitrio ine- 
rente alle costanti si può eziandio disporre delle stesse costanti . Ma con- 

frontando, inoltre, Tequazione (19') colla (12'), si riconosce senz'altro che le radici 
^2? ^3? ^4 deir equazione (19') sono i parametri di quattro delle faccio d^’un esaedro 
polare, le cui due altre faccio sono i due piani anzidetti, di parametri ed . Questa 
proprietà serve di base ad una costruzione geometrica degli esaedri polari, indipen- 
dente dalla considerazione della superficie hessiana, costruzione che il signor Reye ha 
indicata, partendo da altri principi, nel n° 16 della sua Memoria intitolata: Geome-- 
trischer Beweis des Sylyestek' schen Sat^es : « Jede qiiaternàre cubische Form ist dar- 
sullhar als Summe von funf Cuben Unearer Formen )) *). 

E qui faccio punto per ora, osservando che dalle formolo precedenti si potrebbero 
facilmente dedurre altri interessantissimi teoremi stabiliti dal signor Reye nella dianzi 
citata Memoria. Colle forinole stesse si potrà fors’anche penetrare addentro nella teoria 
algebrica dei 36 esaedri speciali considerati dal prof. Cremona neirimportante sua Nota 
Ueber die Palar -H ex aeder bei den Flàchen drifter Ordnung, comunicata nel Settembre 
1877 al Congresso dei Naturalisti in Monaco, ed inserita poscia nel t. XIII dei Ma- 
thematische Annalen. 

Noterò per ultimo che della decomposizione delle frazioni razionali come mezzo 
per giungere a relazioni utili in geometria analitica, fece già uso Hesse in più occa- 
sioni, per esempio nella seconda delle Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie **). 
Io stesso feci uso di analoghe identità in un breve Articolo inserito nel t. IX del 
Giornale di Matematiche (1871), col titolo di Alcune formoìe per la teoria elementare 
delle coniche ***), alcuni procedimenti del quale offrono molta analogia con quelli ado- 
perati dal signor Darboux in diverse ricerche, che furono pubblicate ]icl 1873 in un 
interessantissimo volume intitolato : Sur une classe remar (pi ahi e de courbes et de surfaces 
algébriques. Quanto al modo particolare, tenuto nei n‘ 203 della presente Nota, di 
rappresentare analiticamente il piano osculatore variabile d’una cubica gobba, credo 
d’ averlo adoperato io stesso per la prima volta nelle mie Annota:p.oiii sulla teoria delle 
cubiche gobbcj ch’ebbero Tonore d’essere inserite, nel 1868, negli Atti di questo stesso 
Istituto 7). Qiiesto modo di rappresentazione è appunto il principal soggetto di quelle 
mie più recenti ricerche alle quali ho fatto allusione al principio del presente scritto. 


*) Journal fùr die reine und angewandte Mathematik, voi. LXXVIII (1874), pag. 114. 

**) Leipzig, 1866. 

***) Vedi queste Opere, voi. II, pag. 182. 
f) Vedi queste Opere, voi. I, pag. 354. 
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Rendiconti del R. Istituto lombardo, serie II, voi, XII (1879), pp. 421-426. 


Nel § 


si propone 


IO deir eccellente Theorie der Ktigelfunctionen di Heine*), Tillustre Autore 
di dimostrare direttamente Timportante eguaglianza 




COS 


' ■ 
o ^ 


d(( 


(z + COS ? — i)^ 


per il caso che ed ^ sieno numeri qualunque (salvo certe restrizioni, che risultano 
dalla dimostrazione, per il primo di essi). I due integrali che figurano in questa for- 
inola costituiscono, nel caso di n intero e positivo, le note espressioni di Laplace per 
la funzione sferica d’ordine n di e si prestano opportunamente a definire questa 
funzione per un valore qualunque dcirindice 72 . 

Ora a me pare che la precedente eguaglianza si possa dimostrare in un modo, 
se non più breve, almeno più diretto e più completo, e che si possa, in ispecie, evitare 
una certa considerazione di minmio, della quale Heine si vale per istabilire la riduci- 
bilità d’una integrazione curvilinea ad una rettilinea; considerazione la quale, oltre al- 
l’essere indiretta, può eziandio parere od infirmata, o resa inutile dal noto fatto che 
la parte reale d’una funzione sinettica non presenta mai veri massimi o minimi. 

Ecco come proporrei di condurre la dimostrazione della formola in discorso. 

Partiamo dall’equazione finita 


(0 



= itg 


2 


Seconda edizione, Berlino 1878, pp. 37-42. 
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fra le due variabili (p e essendo y una costante complessa ed i Tunità immaginaria. 
Fra le dette due variabili ha luogo per conseguenza Tequazione differenziale 

^ ^ cos y cos 9 

e Tequazione finita [equivalente alla (i)] 

(cos y -f- cos 9) (cos y — cos () -f- sen"" y = o , 


che scriveremo cosi 


; sen y cos y — cos ( 

cos y -f~ cos 9 j sen y ’ 


dove j = dz i. Da quest’ultima eguaglianza risulta 


/ / sen 

\cos y d" 


— y = ( 

cos 9 / \ 


cos y — cos 
j sen y ) 


dove ^ è un esponente qualunque; epperò, combinando colla (2), 


] sen y 

^cos y -j~ cos 9 




Di qui, integrando lungo due camnaini corrispondenti delle variabili «p, C, si trae 

^ V / sen Y •• r^/cosy — cosC\",y 

(cosy + coso) ‘f’ ~ \JsenZ ) 

Ciò posto cerchiamo qual sia il cammino percorso dalla variabile C, quando la 
variabile <p percorre l’asse reale. Indicando con y' e i numeri complessi conjugati 
di y e C, ed osservando che, per 9 reale, si ha dalla (i) 


epperò 


C • T ? 
tg — = — 


^ . y 9 


possiamo stabilire la relazione 


K C' Y 

‘8T+«T '«2 


tg-r + tg- 
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T-r 


Ponendo dunque 


C - 'C r + r 

sen sen - — ‘ — - 

2 2 


Y = a + Sf, C = 

sen a sen | ^ senh Tj = o 


quale equazione della linea percorsa dalla variabile complessa C? quando la variabile 9 
percorre Tasse reale. È una linea sinusoidale, che taglia Tasse reale nei punti d'ascissa 


Tt, U, 




e che ha per assi di simmetria le rette parallele all’asse immaginario condotte pei 
punti d’ascissa 

_ 1!! _JL j^JL _l 1!! 

• * * j 2 ’ 9 ’ ‘ 9 ’ "T* 2 ^ • • • • 

Essa è tagliata da ogni ordinata in un sol punto, ed il ramo che va dal punto zero 
al punto TU si riproduce indefinitamente da ambe le parti, in posizione alternativamente 
rovesciata e diritta. 

Per avere le espressioni delle coordinate I ed v) in funzione di 9 basta ricavare 
dalle (i)^ la nuova equazione 




9 y Y 

* ■t-o- _ * t-rv • 


I 4- t^*" tR --- tg — 

' ^ 2 ^ 2 ^ 2 




dalla quale si deduce tosto 


T 4 - T 

sen - — - sen 0 

2 ^ 


cos ■ - 4 - cos 

n * 


T + T 


senh S sen 9 
cos (X -)- cosh 6 cos 9 ’ 


, — sen oc sen 9 

tgh ■/) = — ^ . 

cosh o fi- cos oc cos 9 


Osserviamo ora che é non può esser nullo, perchè se y fosse reale l’integrale 
che costituisce il primo membro della (3) non avrebbe sempre un significato, quando 
il cammino della variabile 9 fosse Tasse reale (com’è appunto nel caso che noi consi- 
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deriamo). Per fissar meglio le idee supporremo 

(5) € > o . 

In tale ipotesi la prima delle formole (4)^ mostra che, se a 9 = 0 si fa corrispondere 
1 = 0, mentre 9 va da o a tc anche ^ va da 0 a re (crescendo sempre). Indicando 
dunque con w il cammino da o a rr lungo la linea (4), si ha dalla (3) 


( 3 ), 


Jo \cosy4-cos9/ VwV 


cos Y — cos 
y sen Y 



Ora è facile dimostrare che alFintegrale curvilineo del secondo membro si può sosti- 
tuire Tintegrale rettilineo da o a ti:. Infatti i soli punti che possono essere critici per 
la funzione sotto il segno integrale, sono quelli rappresentanti le radici delhequazione 


Questa dà 


cos Y — cos Co = o . 

= + y, 


dove k è un numero intero, epperò 

= llr. ±_or,^ 71 ^ = + S • 


Ne risulta che l’equazione (4) può scriversi cosi: 

sen sen E ~j~ senh senh rj = 0 . 


Fra i punti Co ve n’è sempre uno pel quale è compreso fra o e tt, cioè pel quale 
Eq è uno dei valori che riceve E lungo il cammino lu. Ma, fatto E = E^, Tequazione 
precedente dà per v] un valore di segno contrario ad : dunque il punto critico an- 
zidetto è sempre dalla parte opposta di lu rispetto alFasse reale, e non può cadere su 
quest’asse, perchè é non può essere zero. 

Si può dunque trasformare il cammino w nel rettilineo, e così sostituire all’equa- 
zione (3)^^ la seguente 


(3),. 


a 


] sen Y 
cos Y -f- cos cp 




] sen Y 




dove ambedue le variabili o e C sono reali. 

Premesso ciò, supponiamo che la costante y sia determinata dall’equazione 

(6) — cosyl/3;" — I = o, 

dove è un dato numero complesso 
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Da quest’equazione si trae 

“s Y = — /sen Y = — 

— I y:( — I 

dove si è posto, come precedentemente, j — + i^ Il segno del radicale ]/'^ — i è lo 
stesso in ambedue le formole, ma del resto arbitrario. Dalle (6)^ si deduce 


epperò 

donde 


tg 2 a = ij 


coty=ji, 
cot (y ± y') 


+ / 


cotY' = —j\', 

^ ; U' + I 
z: + 1’ 


tgh 26 = 


z;- 


2 JC 


-f-Z + r 


La seconda di queste forinole mostra che x non deve mai essere uguale a o, e che 
j deve prendersi uguale a — i od uguale a -j- i secondo che x è positiva o negativa 
[in forza della convenzione (5)]. 

Sostituendo i valori (6)^^ neirequazione (3)/, si ottiene finalmente 


(3). 


f 


(Z + cos'pì/z" — i) 


I ) •/ 0 


dove il segno del secondo membro dev'essere lo stesso di quello della parte reale di 
la quale non può esser nulla. 

L’equazione (i)^^ diventa, per le fatte sostituzioni. 


(iX (z + cos 9 1''^’ — I ) " = (z — cos '( i 7^ —ly , 

ed indica come si debbano associare i valori delle potenze + dei due binomi 


-f- cos o tX' — I ) ^ — cos C — i 

(nel caso di n non intero) perchè sussista reguaglianza (3)^. E siccome questi binomi 
non diventano mai nulli nel corso deirintegrazione, perchè ;( non può essere un nu- 
mero immaginario puro, così basta che Tcguaglianza (i)^ abbia luogo per una coppia 
di valori corrispondenti delle variabili reali 9 e per esempio per 9 = C = o. 



RICERCHE DI GEOMETRIA ANALITICA 

dedicate alla venerata memoria del caro ed illustre amico Domenico Chelini. 


Memorie delV Accademia delle Scien-se dell* Istituto di JBologna, serie III, tomo X (1879), pp. 233-312. 


Dedico queste ricerche alla memoria del mio compianto collega ed amico Dome- 
nico Chelini, non perchè Timportanza degli argomenti trattati, o la novità dei metodi 
e dei risultati, siano pari al merito eminente di queU’egregio Geometra, ma perchè 
esse mi pajon tali che a Lui, zelantissimo in escogitare e diffondere metodi agevoli ed 
intuitivi per lo studio delle scienze matematiche, sarebbero forse riuscite accette come 
contributo, modestissimo invero, al più facile studio di una dottrina che gli era cara, 
voglio dire della Geometria analitica. 

Nè questa è la sola giustificazione ch’io possa addurre deH’aver posto il nome 
rispettato del Chelini in fronte a queste pagine. Nel corso delle presenti Ricerche ho 
avuto più volte occasione d’invocare, con vantaggio di speditezza e di eleganza, un 
principio algebrico che accennerò fra un momento, e che è stato da Lui per la prima 
volta introdotto in Geometria analitica : dove adesso è usato da tutti, senza che la sua 
apparente naturalezza tolga punto di merito a chi se ne seppe primamente giovare. 

Aggiungerò infine che alcune delle considerazioni svolte in questo scritto hanno 
stretta connessione con quelle d’un mio breve articolo del 1871 *), del quale il Chelini 
ebbe già la benevolenza d’occuparsi nella sua Memoria Sopra alcuni punti notabili nella 
teoria elementare dei tetraedri e delle coniche **). 

Il principio algebrico cui ho fatto allusione dianzi, e che fu dal Chelini adoperato 
in una sua Memoria del 1849 per la deduzione delle formole relative alle coordinate 


*) Giornale di Matematiche, tomo IX, pag. 341; oppure queste Opere, volume II, pag. 182. 

**) Memorie dell’ Accademia di Bologna, serie III, tomo V (1874), pag. 223. 
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ellittiche *), sarebbe suscettibile d’essere formulato con una grande generalità. Ma, per 
non andar troppo lontano dal campo delle applicazioni che se ne debbono far qui, si 
può enunciarlo nei termini seguenti: 

Abbiasi un’equazione della forma 


_ a,)”* ^ (X - ay 


+ 




<p(X), 


dove X , X^, ... ed a, , • • • «„ sono quantità indipendenti da 1 (le ultime n 

tutte diverse fra loro), m è un numero intero e positivo e cp, (p^^, cp^, ... <p^ sono 
funzioni intere di X, che supporremo prime fra loro, e tali inoltre che non sia 

divisibile per X — a^. Posto 


/ (X) = (X — (X flj) ... (X , 


e moltiplicata tutta l’equazione per [/(X)]”‘, essa non conterrà più che potenze intere 
di X e, se si designa con p la più alta di queste potenze e con X^ , X^ , . . . X^ le ra- 
dici dell’equazione stessa, si avrà l’identità 


1 -f.t. (^) r 5^T- t « i/«r = M(i - 1,) (» - 1.) . . . (1 - V = . 

k=i ^ 

dove M è un fattore indipendente da X e diverso da zero. Facendo in quest’identità 


X = , si ottiene 


donde 

(I) 


F(a,) . . F(aJ 


Il principio, o lemma algebrico, del quale si tratta consiste semplicemente nel passaggio 
dalla primitiva equazione in X a queste ultime forinole. La necessità di tale passaggio 
si presenta molto spesso nel corso delle seguenti Ricerche. 

Occorrerà eziandio ricorrere sovente alla nota forinola per lo spezzamento delle 
frazioni razionali (nel caso più semplice delle radici tutte diseguali) 


?C0 _ V - 

(II) J(X) - Z (X“ - fl,„)7' (flj ’ 

dove /(X) è la stessa funzione di pocanzi e 9 (X) è una funzione intera del grado 
fi — I al più. E parimenti occorrerà ricordare spessissimo quest altra foimola nota. 


*) Sull’uso sistematico dei principii relativi al metodo delle coordinate rettilinee [Raccolta di let- 
tere ed altri scritti intorno alla fisica ed alle matematiche, compilata dal prof. Barnaba Tortolini e 
dai dottori Clemente Palomba ed Ignazio Cugnoni, anno V (1849), pp. 227-263, 333-374L 
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conseguenza della precedente (anzi non diversa sostanzialmente da essa), 


(ni) 




O, 


dove A (1) è una funzione intera di X del grado n — 2 al più. Ambedue queste for- 
mole potrebbero essere ricavate^ come corollari, dal Lemma (I) : ma esse sono cosi 
generalmente note che sarebbe inutile, od almen fuori di luogo, il far qui una di- 
gressione in proposito. 

Quanto alfindole ed allo scopo delle presenti Ricerche, facili e piane tanto per 
Targomento quanto pei metodi, dirò ch’esse s’aggirano principalmente sulle linee ra- 
zionali, piane e gobbe, e sono fondate quasi interamente sull’uso di certe forme d’e- 
quazioni, locali o tangenziali, assunte a rappresentare l’elemento variabile che si con- 
sidera come generatore della linea stessa. I primi cinque §§ sono relativi alla teoria 
delle coniche. I §§ 6*^ e 7° mostrano la possibilità e la convenienza, di trattare, con 
analoghi procedimenti, le curve piane razionali d’ordine o classe qualunque. Il § 8° 
tratta delle curve piane generali di f ordine, e mostra che le formole qui adoperate, 
benché più specialmente idonee allo studio dei luoghi razionali, possono nondimeno 
recare vantaggio anche nella teoria generale delle curve. I §§ 9° e 10° sono consacrati 
alle cubiche gobbe. Il § 11° tratta delle curve gobbe razionali in genere, con più par- 
ticolare riguardo alla linea di 4° ordine e di 2^ specie. Il § 12° ed ultimo tratta della 
superficie di Steiner, come saggio d’applicazione dei metodi adoperati nei §§ precedenti 
a luoghi geometrici generati da un elemento doppiamente variabile. 

Il principio di dualità è perfettamente applicabile in ogni parte di queste Ricerche; 
talché, meno qualche esempio datone in casi semplici, ho quasi sempre omesso di 
svolgere i due aspetti di ciascuna questione, per non ripetere inutilmente parole c formole. 

Mio unico scopo, nel redigere questo lavoro, fu di esporre un sistema di equazioni 
e di procedimenti, fondato sulla più elementare analisi algebrica, ma non indegno d’at- 
tenzione, a quanto mi pare, per la molteplicità degli usi c, direi quasi, per la non 
comune sua flessibilità. Certo non mancano esempi già noti di procedimenti siffatti : 
io stesso ne ho svolto uno fin dal 1868, attingendolo nella teoria delle cubiche gobbe *). 
Ma forse non è stato ancora esplicitamente osservato che il campo della loro applica- 
zione é molto più vasto di quello che sembri a prima giunta. Sarei ben lieto se qualche 
giovane geometra riuscisse, con nuove applicazioni, a mostrare, meglio che non abbia 
saputo far io, l’utilità dei metodi che ora procedo senz’altro ad esporre. 


*) Rendiconti del R. Istituto Lombardo, s. II, voi. I (1868), pp. 130-137,407-419; oppure queste 
Opere, tomo I, pag. 354. 
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§ I* 


In ciò che segue denoteremo con x, 3/, ^ le coordinate omogenee d"un punto in 
un piano, e con j?, r le coordinate omogenee d"una retta nello stesso piano, le une 
e le altre vincolate fra loro dall'equazione 

P^ + qy + r:i=o, 

quando il punto (xyx) giace nella retta (J>qr). 

Prendiamo ora Tequazione 

^ ?. (}■) + y 00 = 0 , 

dove e 9^ sono tre funzioni intere e di 2° grado rispetto al parametro 1 : e- 

quazione che rappresenta, com’è notissimo, la tangente variabile d’una conica. Questa 
conica è del tutto arbitraria finché si lasciano indeterminati i coefficienti delle funzioni 
9. Se si vuole che essa .riesca tangente alle tre rette 


x = o, }' = o, ^=0, 

bisogna che le tre funzioni 9 sien tali che un certo valore di X annulli simultaneamente 
9^ e 9^, che un secondo valore di X annulli simultaneamente 9, e 9^ e che un terzo 
valore di X annulli simultaneamente 9^ e 9^. Quando ciò ha luogo, l'equazione della 
tangente variabile può porsi manifestamente sotto la forma 


(0 


By Cx. _ 
X — a X — b^'k — c 


7 


dove le C, è, c sono costanti (di cui due soltanto sono veramente essenziali). 

È bene notare subito che quando Tinviluppo è una vera conica, le costanti A, 5 , C 
sono tutte diverse da zero, e le costanti i, c sono tutte diverse fra loro. 

La precedente equazione, mutando la designazione delle costanti, può scriversi 
anche cosi : 

, q'q''y , r'r"x ^ 

p'y p" ~ q'y q" ' r'I -f- r" ’ 

e rappresenta, evidentemente, la tangente variabile della conica individuata dalle cinque 
tangenti 

X = 0, y = o, x = 0, 


p'x + q'y + r'x = o, 


p"x -f q"y -f r''i=o; 
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infatti queste cinque tangenti particolari risultano dalPunica equazione (i'), dando ri- 
spettivamente al parametro 1 i valori 




1 = -^ 




p' ’ q' ’ r' ’ 

>. = 05 = 00 . 

Le coordinate . j?, r d"una sesta tangente qualunque sono dunque date dalle formole 


p :q:r = 


^ __ p'f' ^ ^ rW" 


X — a' 1 — /'‘X — c 


dalle quali risulta che, per un opportuno valore di p., sussistono sempre tre relazioni 
della forma 


p. I X 

y+Z+yr-o, 


p. , I , A 

7 + y + y-»" 


= O- 


Si può dunque enunciare questo corollario: affinchè le sei rette 
x = o, P x + q y-{-r 1=0, 
y =0, p' x-ìrq’y-\-r\=o, 

1 = 0, p"x + q”y -f r"i = o, 

sieno tangenti ad una sola e medesima conica è necessario e sufficiente che sia soddi- 
sfatta la condizione 


I 

I 

I 

T 

? 

r 

I 

1 

I 

T 

Y 

r' 

I 

I 

I 

r 

Y 

r" 


Si può affermare a priori che quest’equazione non è altro che una traduzione 
algebrica del teorema di Brianchon. Ma vediamolo direttamente. 

Moltiplicando la prima colonna del determinante per p'p'\ la seconda per q'^ 
la terza per r'r; poscia la prima linea per p, la seconda per q\ la terza per r", la 
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precedente relazione diventa 

p' p" p r'p 

q''q q' r =z o 
p' q r" r f' 

ed esprime che le tre rette 

p'p”x-jrp''^'y + r”p' K. = o, 
p q"x + q"q y^q r"^ = 0, 
r' p X -\-q' r y -{-r r’ ;(= o , 

si segano in un solo e medesimo punto. Ora ciascuna di queste equazioni può scri- 
versi in doppia guisa, cosi ; 

iP’ ^ f ^P” — (P' P" — ^"P' = o , 

(p"x-^q''y + r"i)p' - (p’ q"-p"q')y = oj 
{^(P''x-h q"y + r"l)q —(P”q —p q”)x=^ 0 , 

l(p x-{-1 + — (?"^ — ? r")x. = o; 

(P ^ ? 7 + '' x)r' — (? ri — q' r )y — o, 

iP' X q’ y + r' 7 )r — (r p' — r’ p )x = o ; 

e, da questa doppia forma dcircquazione di ciascuna di quelle tre rette, segue imme- 
diatamente ch’esse sono le congiiingcnti dei vertici opposti dell’esagono formato dalle 
sei tangenti anzidetto, prese nell’ordine seguente : 

A = o, 

p’'x + q'’y-i-r"^ = o, 
y — o, 

px-P- qy -}-ri = o, 

1 = 0 , 

p'x-p-q'y -^r'7i = o. 

Si possono del resto facilmente modificare le operazioni fatte sul determinante, in guisa 
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da pervenire ad esagoni formati colle tangenti stesse, ordinate in qualunque altro modo. 

Ma, indipendentemente da questa verificazione, si vedrà meglio, fra un momento, 
la ragione della forma sotto cui ci si è presentato il teorema in discorso. 

Ripetendo le considerazioni fatte al principio di questo §, colla sostituzione di 
punto a retta e viceversa, si trova che Tequazione del punto variabile d"una conica 
circoscritta al triangolo 


jj = o, q = o, 

può sempre essere posta sotto la forma 


r = Q 


+A+— =0 


y. — a~^ y — b ' y — ^ 
dove (x è il parametro variabile ; che per la conica determinata dai cinque punti 

p = o, q = o, r = o, 
px'-\-qy’-\-rzl— o, px" qy" + = o 

Fequazione del punto variabile è 


px'x" qy'y” rx! 

i ti A.' A," « 


= O 


yx' + x" ' yy' + y" ' 
talché le coordinate x, y, x. di questo punto sono date dalle forinole 


X : y : X. . 


x' x” _ y' y" _ 


e finalmente che la condizione necessaria e sufficiente affinché i sei punti 
p = 0, px +qy -\-rx —o, 

q — o, p -v' 4- qy’ + = o , 

r = o, px" -\-qy” -\-rx!’ —0, 

sieno in una stessa conica è 


I I I 

X y 'yi 


III 
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Che quest’equazione *) sia una traduzione algebrica del teorema di Pascal è ma- 
nifesto a priori^ e si può d’altronde dimostrare col metodo tenuto precedentemente 
per quello di Brianchon. Ma qui la cosa riesce ancor più chiara se si rammenta che, 
istituendo fra due punti variabili (xy:()j le relazioni 

lx = 

cioè operando una trasformazione stdneriana o quadratica, ad ogni retta con 
una conica passante pei punti fondamentali, e reciprocamente. Ora Tequazion 
dente esprime che i punti corrispondenti, in una tale trasformazione, ai tre 
(x' sono situati in linea retta : dunque i suddetti punti (x 3; ;(), (x' 3;' :( 
(x"3/":(") ed i tre vertici del triangolo fondamentale sono in una stessa conica. 

L’equazione in cui si traduce il teorema di Brianchon può analogamente dedursi 
da una trasformazione steineriana tangenziale, cioè operata fra coordinate di rette. 

§ 2. 

Tornando alle equazioni (i) e (2) del § precedente, che somministrano il tipo 
generale della tangente variabile e del punto variabile d’una conica rispettivamente in- 
scritta o circoscritta al triangolo fondamentale, noteremo le forinole seguenti, in parte 
evidenti, in parte dedotte dal lemma (I). 

Rispetto al caso della conica inscritta, le coordinate della tangente variabile sono 
date da 

A B C 

le coordinate del punto dal quale partono le due tangenti V e V sono date da 
(^'-0 O-V) {a-V) . {c-a) (b-V) . (a-b) (c-V) (c-V ') . 

—j • ’ 

e finalmente le coordinate del punto di contatto della conica colla tangente a sono 
date da 

, (b- c)(l - ar . (f - 00 - by . (a - 0(a - 0= 

X . 3 . t - j ■ ^ ^ 


*) Ponendo niente a quest’equazione si può, molto agevolmente, risolvere la questione posta, 
ma non risoluta, alla fine delle mie Consideradoni analitiche sopra una proposixjone di Steiner 
[Meni. deU’Acc. di Bologna, serie III, tomo VII (1876), pp. 241-262; oppure queste Opere, tomo III, 
pp. 53-72]. La condizione y = 0 esprime che i poli delle rette fondamentali, rispetto alla conica asso- 
luta, sono in una conica circoscritta al triangolo fondamentale. 
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E se piacesse di considerare, più particolarmente, la conica individuata da due tangenti 
date (p'q'r')^ tangenti fisse x = y = ^=0? basterebbe 

porre in queste formole [come risulta dal confronto delle equazioni (i) ed (i') del* 
§ precedente] 

A:B: C=p'^ : f 



Rispetto al caso della conica circoscritta, si hanno formole del tutto somiglianti 
per le coordinate del punto mobile, per le coordinate della retta che incontra la co- 
nica in due punti dati e per quelle della tangente in un punto dato : basta permutare 
le lettere x, 3;, \ colle p, f, p-. 

Può giovare, in alcune delle molte ricerche ove si possono utilmente adoperare 
queste formole, di assumere tre tangenti arbitrarie della conica inscritta (o tre punti 
arbitrari della conica circoscritta) come lati (o rispettivamente come vertici) d’un nuovo 
triangolo fondamentale. In tal caso importa conoscere le espressioni delle x, 3;, :( (o 
delle pj r) in funzione delle tre tangenti (0 dei tre punti), e ciò può farsi nel modo 
seguente. 

Ponendo 


[X] = AxQk — é)(X — £:) ~|- By{\ — — a)(\ — /?) , 

ed osservando che [X] è una funzione intera di 2® grado in X, si ha dal Lemma (III) 
ridentità 


K = 4 

I 




= O, 


dove 


/(i) = 0. - 1 )(x _ \)(\ - ).,)(>. - . 


Questa è una relazione identica fra quattro tangenti arbitrarie, purché distinte, di pa- 
rametri X^ , X^, X^, X^, la quale permette di esprimere una tangente qualunque per 
mezzo di tre tangenti fissate ad arbitrio. Ora avendosi, in particolare. 


[d\ z=. (a — h) {a — c)Ax^ 

\b-\^(h~c)(b-d)By, 

w = e - «)(f — 

è chiaro che, col mezzo della precedente relazione, si possono ottenere le espressioni 
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di a:, y, X. in funzione di [IJ, [>,J, basta fare successivamente X = a, X = b, 


\ = c. 


In base allo stesso Lemma (III) si può ottenere una relazione fra m tangenti, 
per w 7 4, dall’identità 


Z. Ffx,,') 


F(X) = (X-XJ(X-XJ ... (X-XJ, 

e (j* (X) è una funzione intera di X, del grado m — 4 al più, a coefficienti arbitrarì. 

Per dare un esempio d’altre relazioni dello stesso genere, osserviamo che si ha 
pure l’identità 

yìOiùM - o 

è 

dove (a) è funzione intera di X, del grado m — 6 al più, a coefficienti arbitrari. Il 
caso più semplice è fornito dall’ipotesi m = 6, nella quale si può porre ^ = i. Se, 
in questa stessa ipotesi, si pone inoltre 

f (X) = cp(X)K^), 

= 0 -\)0 K^) = 0 )0 ->''')(^ -^"0, 

H = (\- K = (X” - X''')(X"' - X' )(X' - X" ), 

si ottiene 

Hi ^ 

I J(X''-X'")[XT , (V"-X')[X'T (X'-x'')[x"']’/_ 

^ K ( " (f Qj) 4(X") " 9(X"') \ “ 

Di qui risulta che le due equazioni seguenti : 

" ■To.) "Tar K^) 

(X" _ X"')[XT , (X'" - X')[X'T , (X' - ^")[V'T _ „ 


cp(X") 


cp(X"') 


sono fra loro equivalenti. Quest’equivalenza è la traduzione algebrica del noto teorema 
che due triangoli circoscritti ad una stessa conica [nel nostro caso sarebbero i due 


BELTRAMI, tOmO III. 


23 



178 


RICERCHE DI GEOMETRU ANALITICA. 


[58 


triangoli e (X'X" )."')] sono sempre conjugati rispetto aduna medesima altra 

conica. Questa ultima conica, indifferentemente rappresentata dalla prima o dalla se- 
conda delle precedenti due equazioni, possiede poi la proprietà d^essere conjugata non 
solo coi due triangoli e ma con tutti quelli i cui lati sono le tan- 

genti individuate dalle tre radici deirequazione di 3^ grado in X 

9(X) -j- ^i(X) = o, 

dove k è una costante arbitraria, ad ognuno dei cui valori corrisponde un triangolo 
particolare. Infatti è chiaro che le due equazioni precedenti restano inalterate sostituendo 
(p(X)~f- ki(iQC) a 9(X) nella seconda equazione, oppure a ^ (X) nella prima. 

Questo risultato fu da me stabilito, per una via meno semplice, nel già citato 
Articolo del 1871. Considerazioni in parte analoghe ricorrono nel bel libro del signor 
Darboux, Sur une classe remar quable de courhes et de surfaces (Paris, 1873). Di identità 
ricavate dal Lemma (III) fece uso più volte Fillustre Hesse, ma con fini assai diversi. 

Tralasciamo per brevità di scrivere e d’interpretare le formole analoghe alle pre- 
cedenti rispetto alla conica circoscritta, e notiamo invece che tutte le formole suddette, 
essendo fondate unicamente sul fatto che [X] è funzione intera di 2° grado in X, sono 
valide anche per altre forme dell’equazione della tangente variabile (0 del punto va- 
riabile) d’una conica, anzi valgono per la forma generalissima accennata al principio 
del § precedente. 

Nel § 8^ avremo nuovamente occasione di considerare e di utilizzare altre identità 
ricavate dal medesimo principio. 


§ 3 * 


Passiamo ora a considerare simultaneamente due coniche, l’una inscritta, l’altra 
circoscritta al triangolo fondamentale. 

Rappresenteremo coll’equazione 


(0 




= o 


la tangente variabile della prima conica, conica che può essere una qualunque, fra le 
inscritte, per la presenza delle arbitrarie J, r; e coll’equazione 


(?) 


^P , Bq Cr 
, ^ I _ A r 


b f/. — c 


il punto variabile della seconda conica, conica che può anch’essa essere una qualunque, 
fra le circoscritte, per la presenza delle nuove costanti 5 , C. 
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L’equazione 


A B C _ 

esprime manifestamente la condizione perchè la tangente 1 della prima conica passi 
per il punto p- della seconda. In virtù di quest’equazione ad ogni valore di X corri- 
spondono due valori di p-, individuanti i punti d’intersezione della retta 1 colla conica 
circoscritta, e, reciprocamente, ad ogni valore di p. corrispondono due valori di X, 
individuanti le due tangenti che dal punto p- si possono condurre alla conica inscritta. 
Ciò posto consideriamo l’equazione 

(4) 


A 


+ 


B 


+ 


x. — c 


= k . 


dove k è una costante arbitraria e x. un nuovo parametro. Designando cony-^, x.^, x.^ 
le tre radici, che per ora supponiamo diseguali, di quest’equazione, sostituendole nel- 
l’equazione medesima, ed eliminando k colla sottrazione, si ottengono tre equazioni 
del tipo 

. A B C _ 

_ bXK - 1 ’) (-^ - 0 (x, - 0 ~ ° ’ 

delle quali una qualunque è conseguenza necessaria delle altre due. Queste equazioni 
esprimono proprieti\ delle terne di radici , x., indipendenti da ogni valore par- 

ticolare di k. Dando a k tutti i valori possibili, si ha una serie infinita di terne 
formate di valori generalmente distinti, e nelle quali una qualunque delle radici, per 
esempio x.^ , può prendere ogni valore possibile : infatti ponendo neirequazione ( 4 ) 
X. =: x.^ si ottiene sempre per k un valore individuato. Ma, fissata x.^, le altre due 
radici associate x.^ c x., restano determinate dairequazLone di 2 ° grado in x 


(50 


A 7^ 

_ a) (k — 0 — b) (-/- — h) 

Consideriamo ora una di queste terne, e sia 




+ (,__c)C-,CZO)-°- 

poscia poniamo 
X = , 

IO = • 


La terna di valori di X determina i tre lati di un triangolo circoscritto alla 

prima conica, e la terna corrispondente (p^iP-aP-.), formata di valori numericamente 
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eguali, determina parimente i tre vertici d’un triangolo inscritto alla seconda. Ma poiché 
si ha, in base alle equazioni del tipo (5), 

A I B C _ 

(\ — a) (\ — ^)(l\ — (\ — 

A B ^ C _ 

{\ — «)( P -3 — — ^)( P -5 — — 0(!^-3 — 0 ~ 

è chiaro, avuto riguardo al significato geometrico della relazione (3), che il lato del 
primo triangolo contiene i vertici [j.^ e p-, del secondo. E poiché ciò vale anche per 
gli altri lati e vertici, se ne conclude che i due triangoli non ne 

formano che un solo, simultaneamente circoscritto alla prima ed inscritto alla seconda 
conica. I valori eguali di e p., cioè = p.^ , \ = p.^ , ~ p-^ , corrispondono a lati 

ed a vertici rispettivamente opposti di quest’unico triangolo. Siccome poi , variando 
yfe, può assumere, come si disse, ogni valore possibile, ne segue che ogni tangente della 
prima conica può essere lato di un tal triangolo, come ogni punto della seconda può 
essere vertice d’un altro di tali triangoli. In altre parole: facendo variare h con con- 
tinuità nell’equazione (4), si determina un triangolo che varia con continuità restando 
sempre circoscritto alla prima ed inscritto nella seconda conica *). 

Di qui risulta che se due coniche ammettono un triangolo inscritto nell’una e 
circoscritto all’altra, qual’è per le nostre due coniche il triangolo fondamentale, essendo 
del resto arbitrarie, esse ammettono necessariamente una serie infinita e continua di 
tali triangoli, talché ogni punto della conica circoscritta può diventar vertice, come 
ogni tangente della inscritta può diventar iato d’uno di tali triangoli. E poiché è d’al- 
tronde evidente che, per due coniche assolutamente arbitrarie, non può un punto scelto 
a caso sull’una essere vertice di un triangolo inscritto ad essa e circoscritto all’altra, 
segue senz’altro la verità del teorema di Poncelet che due coniche in un piano o 
non ammettono alcun triangolo inscritto all’una e circoscritto aH’altra, o ne ammettono 
una serie infinita e continua. 

Resta da considerare il caso, lasciato finora in disparte, che rcquazione (4) abbia 
due radici eguali, caso che interviene sempre, per certi valori particolari di k. Per 
discutere questo caso, osserviamo anzitutto che se /c^ , x, sono le tre radici diseguali 


*) Qui non facciamo distinzione fra valori reali e valori complessi dei parametri. È chiaro che 
i triangoli reali possono corrispondere ad una parte soltanto del campo di variabilità dei parametri, 
e possono anche mancare del tutto. Ma la questione della realità dei triangoli non ha a che vedere 
con quella della loro possibilità astratta, che è la sola di cui qui ci occupiamo. 
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corrispondenti ad un valore arbitrario di si ha dal Lemma (I) 

{a-h){a-c) 

k{c — x^)(c — 

(c — d){c—b) 

Quindi se, per un valor particolare k' ài kj le due radici e diventano eguali fra 
loro, designando con x.' il loro valor comune, si ha 

/ j— k'(a — x;)(a —xj 
1 (a — ìijla — c') ’ 

r^^ S - b'{b-xX h—^y 

Y~ {h — a)(b-c) ’ 

r-nc-xXc-rX 
\ - X-‘W-v)-- 

Da queste formolc, in virtù del Lemma (IH), si traggono le equazioni seguenti: 


A 


B 

- by 


C 

jx—'cy 


A B , C _ 

X - a)(>t. — a) (/.' — b)(xX- b) + '(•/.'■- c)X — 0 ~ 

^ C _ 

(x'-ayx -a) (•/.' - byy^ - h) + (z' _ - 0 

la prima delle quali non ò altro che la derivata della (4) rispetto a x., postovi x = x', 
e fornisce quattro valori di // che son quelli delle radici doppie possibili, corrispondenti 
ad altrettanti valori di k che si ottengono sostituendo i primi nell’equazione (4) al 
posto di X. La terza equazione, che è lineare rispetto a (in virtù della prima), for- 
nisce il valore della radice semplice associata a ciascuna radice doppia. La seconda e 
terza equazione poi, insieme prese, esprimono il carattere peculiare dei triangoli cor- 
rispondenti alle quattro terne comprendenti una radice doppia. Se si pone infatti 
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le dette due equazioni si possono scrivere cosi : 

A , B C 

— a)'^ ( 1 ^ — è)(p.' — b)^ (X, — — c) 




5 

Sp. 


[A B C . -] 

' L(^, - 0 (P-' - 0 J “ ° ’ 


Oppure cosi: 


(V _ «)(p, _ «) + (V - è)(p. - b) ^ {V - r)(p. - c) 
A , B . C 


B 


+ rvr 


_a 

di 


'L(V 


+ 7v 


+ rTT 


0 (y-, — ^) (^' — — (^' — 0 (f^-. — 0. 




Sotto k prima forma le due equazioni esprimono che il lato contiene il punto fx' 
ed il punto contiguo ; sotto la seconda, che il punto è contenuto nella tangente V 
e nella tangente contigua. Dunque il lato è una tangente comune alle due coniche 
ed il vertice opposto è un punto comune ad esse medesime; il lato y è la tangente 
della prima conica in uno dei punti comuni ad essa ed alla seconda, ed il vertice p/ 
è il punto di contatto della seconda conica con una delle tangenti comuni ad essa ed 
alla prima. 

In base a ciò, ecco com’è costituito ciascuno dei quattro triangoli singolari che 
corrispondono ai quattro valori /e' di il vertice p.^ c uno dei punti comuni alle due 
coniche, e i due lati \ = V concorrenti in esso coincidono colla tangente alla 

prima conica in quel punto; questi due lati coincidenti incontrano di nuovo la seconda 
conica nei due punti p-, 1 = p, z=: p/, che coincidono nel punto in cui la seconda conica 
è toccata dalla tangente comune ad essa ed alla prima: questa tangente funge da 
terzo lato del triangolo, cioè da lato opposto al vertice punto comune alle due 
coniche. 

Di qui risulta manifestamente questo teorema: quando due coniche ammettono 
un triangolo circoscritto alla prima ed inscritto alla seconda, le tangenti della prima 
conica, nei punti comuni ad essa ed alla seconda, incontrano di nuovo la seconda co- 
nica nei punti di contatto di questa colle tangenti comuni ad essa ed alla prima co- 
nica. Al qual teorema si può aggiungere questkltro : se, date due coniche in un piano, 
la tangente alla prima, in uno dei quattro punti comuni, incontra di nuovo la seconda 
conica in uno dei quattro punti di contatto colle tangenti comuni, la proprietà mede- 
sima ha luogo per le tangenti negli altri tre punti comuni, e le due coniche ammet- 
tono una serie infinita e continua di triangoli simultaneamente circoscritti alla prima 
ed inscritti alla seconda conica. 
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Non ci occuperemo del caso che Tequazione (4) ammetta una radice tripla, caso 
che in generale non può verificarsi. Infatti, ponendo nelle formole (6) 
ed eliminando questo valor comune delle radici, si trova 

— cy + ^B(c - ay + y c^^ by = o , 

relazione fra i coefficienti delle due equazioni (i), (2) che non è generalmente soddi- 
sfatta. Questa relazione esprime la condizione del contatto fra le due coniche. É una 
circostanza interessante, sulla quale tuttavia non intendiamo di trattenerci. 

Osserviamo, per ultimo, che se si designano con h\ c' le tre radici dell^equa- 
zione (4) per un valore individuato, di e se per un momento si pone 

? (v.) = (-/. — rt) — b) (x — c), >1 - (k) = (-/. — a') (x — h’) (/. - c') , 

la suddetta equazione (4) può scriversi cosi 

^ C''-) + ~ ° ■ 


Dunque, in virtù del teorema dimostrato nel § precedente, la conica rappresentata dal- 
l’equazione 


( 7 ) 


(Az: 0 , (« -i) _ 

K«) K^) 


è coniugata con tutti i triangoli simultaneamente inscritti e circoscritti alle due coniche 
considerate in questo §. Ma, per ipotesi, si ha identicamente 


Hx): 






epperò 


Inoltre si è già trovato nel § precedente, 


[a] = A(f'(a)x, [^=Bf(b)y, [c] = C<p'(c)^. 

Sostituendo questi valori nell’equazione (7), si riconosce subito che la conica conjugata 
con tutti i triangoli inscritti e circoscritti è quella rappresentata dairequazione sempli- 
cissima 

(7') 


Ci^ = o. 
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§ 4 - 


Passiamo a forme più generali deirequazione d’una tangente variabile (o d’un 
punto variabile), restando ancora, per adesso, nella supposizione che Tinviluppo (od il 
luogo) debba essere una conica. 

Sieno 

(l) u ^ = 0 , U ^=::0 

le equazioni di ^ -j- i fette del piano (n > 2), , ... essendo n 1 fun- 

zioni lineari delle primitive coordinate x, jy, della forma 


(2) 

^equazione 

(3) 


H PkX + quy + ni (k = o, i, 2, ... n). 



I I 

X — ^ X — a„ 


5 


0, come potremo scrivere per maggior brevità. 


(3) 


Z. l~a ~~ ^ ’ 


nella quale le A sono n -f- i costanti tutte diverse da zero e le sono altre n -j- i 
costanti tutte diverse fra loro, rappresenta una retta la quale, al variare di >, inviluppa 
in generale una linea della classe n. Fra le tangenti di questa linea vi sono le 7i-\- 1 
rette fondamentali (i), che corrispondono ai valori ... del parametro 

Ma se, designando con \\ X", ... valori particolari (fissi) di X, si stabiliscono fra le 
n I funzioni lineari le seguenti relazioni identiche 

A li A II 

2^ V—' a ~ ^ ^ ~ ^ ’ * * ■ ’ 


la classe delFinviluppo scema evidentemente di tante unità quante sono le relazioni 
identiche di tal natura che si stabiliscono, talché, se il numero di queste relazioni rag- 
giunge il suo massimo valore, che è n — 2, la classe discende da n a 2. Dunque Fe- 
quazione (3) rappresenta ancora la tangente variabile d’una conica, qualunque sia il 
numero n ()> 2), purché fra le n -f- i funzioni lineari u si stabiliscano n — 2 relazioni 
identiche della forma seguente : 


(4) 


X Au 

X' — a 


All ^ A li 

2_X" — a ^ ••• 2_ 


5 
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dove y, y, . . . y” sono n — 2 valori individuati e distinti del parametro X. Questi 
valori speciali di X non corrispondono, giova ben notarlo, , ad alcuna retta della fami- 
glia (3). 

Se nelle n — 2 relazioni (4) si sostituisce a ciascuna u la sua espressione (2) in 
funzione delle primitive coordinate, e si annullano separatamente i coefficienti di queste, 
si ottengono 3^ — 6 equazioni fra le costanti aj^y e le coordinate p^y q^y 
delle n 1 rette (i). Ma delle 2(n i) quantità A^y se ne possono fissare ar- 
bitrariamente 4, perchè una delle A^^ può essere presa a piacimento, e con una tra- 
sformazione di parametro della forma 


si può conferire un valore arbitrario a 3 delle quantità medesime A^ ed Dunque 
nelle dette 3 n — 6 equazioni entrano soltanto %n — 2 costanti arbitrarie e^ssm^iaìi 
dipendenti dalla forma (3) che si vuol dare alF equazione della tangente variabile. Eli- 
minando queste 2 n — 2 arbitrarie, restano n — 4 relazioni fra le coordinate delle 
n i rette (i) e le quantità fisse cinque sole rette sono arbitrarie: ogni 

nuova retta dà luogo ad una condizione, come naturalmente dev’essere. Soddisfatte poi 
le n — 4 condizioni cosi trovate, le quantità A^ ed a^, restano determinate, tranne nel 
caso di n — ly nel quale esse restano parzialmente indeterminate. 

A proposito di questo caso eccezionale giova entrare in qualche dilucidazione, per 
rimuovere un apparente paradosso cui esso dà luogo. Abbiasi dunque l’equazione 


(5) 


A, ti 


+ 


X — 


+ 


. _L 

X — ci, X — a, 

2 j 


accompagnata dalla relazione identica 


(5') 


I », I 

y — a X' — a * 


A, 

V — a^ 


+ 


A^ u, 

> i_ 

X' — 


= o, 


nella quale X' rappresenta un valore particolare (fisso) di X. Se le quattro funzioni 
lineari sono detUy come supponiamo, la relazione identica che ha luogo 

fra esse è pure determinata. Rappresentando dunque tale relazione con 




dove le , r, sono costanti determinate, devono sussistere le equazioni 


(0 



A. 


y — a. 





A, 

3 

X' — a, 
; 


= pf 


3 > 


BELTRAMI, tOHlO HI. 


24 
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dove p è un fattore indeterminato. Queste equazioni stabiliscono quattro relazioni ne- 
cessarie fra le IO quantità 

^^y ^3^ P’ 

ma, stante Tarbitrio ch'esse lasciano ancor sussistere rispetto a 6 di queste, non si ca- 
pisce a prima giunta come la conica inviluppata dalla retta variabile (5) possa dipen- 
dere da un solo parametro essenziale, possa cioè appartenere soltanto alla schiera sem- 
plicemente infinita delle coniche inscritte nel quadrilatero 

(7) ^^0 = 0, u^—o, = u^=o. 

Per ispiegare questo fatto eliminiamo fra le due equazioni (5) e (5'). L'equa- 
zione risultante, divisa per 1 — “X', è, in virtù delle formole (6), 

— '^o) I I SK ~~ 

X — ' X — ' X — 

Se del primo membro di quest'equazione, liberato dai denominatori e considerato come 
funzione di 2° grado rispetto a X, si forma il discriminante e si annulla, si trova 
un'equazione che è riducibile alla forma seguente : 

— ^5) + «'0X^3 — '^.) + — 0(^1 — = 0 5 

e che è l'equazione della conica inviluppo. Ora qualunque sieno le quantità 
si ha sempre l'identità 

(«I — — ^i) + («a — 0(^3 — + (^3 ~ — rtj = o : 

dunque l'equazione precedente contiene effettivamente un solo parametro essen^iale^ che 
potrebb'essere, per esempio, la quantità 


(^a - 00 ^— ^3) 

(«3 — 00. — X) 


(«0 il,) t 


la quale non è altro che il rapporto anarmonico delle quattro tangenti fisse (7), con- 
siderate come appartenenti al fascio delle tangenti della conica variabile inscritta nel 
quadrilatero da esso formato. 

Tutte le considerazioni che precedono possono ripetersi, parola per parola, sosti- 
tuendo punto a retta e funzione lineare di coordinate tangenziali a funzione lineare 
di coordinate locali. 
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§ 5. 


Dalle considerazioni svolte nel § precedente risulta che, se per brevità si pone 

/(x) = (x-0(x-0 ... 

9 0 -) = (^ - ^0 (X - X”) ... (X - x<“-^ 0 , 

l’equazione (3) del detto §, in virtù del Lemma (I)^ dà, indicando con M un fattore 
di proporzionalità, 

„ _ -^9 fa) fa — >-.)K — ^0 


(0 




(^ = 0, I, ... «), 


dove e sono le sole due radici variabili della citata equazione (5), le altre n — 2 
essendo quelle che abbiamo designate con 1 "^ ... e che sono sempre le 

stesse, qualunque sia il punto del piano cui si riferiscono i valori delle n 1 fun- 
zioni lineari u. 

Le forinole (i) conducono alla conoscenza dei valori che queste funzioni pren- 
dono nei punti della conica inviluppo. Infatti, facendo in esse z=: \ si trova 

che nel punto di contatto della conica stessa colla retta \ le dette funzioni u hanno 
i valori dati da 


(2) 


M9(a^)(X — aj 


(k = 0, I, ... w). 


Le medesime formole (i) conducono eziandio a trovare la forma che assumono 
le equazioni di condizione (4) del § precedente in certi casi particolari, che non ab- 
biamo creduto opportuno di accennare prima d’ora, per non complicare il discorso. 
Non faremo una completa analisi di questi casi, ma ne citeremo due, di maggiore 
interesse. 

Si può supporre, in primo luogo, che le n — 2 radici fisse sieno tutte eguali fra 
loro. In tal caso si ha 

cp(x) = (x-x'r% 

epperò le formole (i) diventano 

„ _ M(X'-aJ'--(X, 


donde, pel Lemma (III), si traggono le equazioni 


A li 

2 -(V — aj 


o 


i = I, 2 , ... (w — 2 ). 
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Dunque quando le radici fisse son tutte eguali fra loro ed a X', le n — 2 condizioni 
(4) del § precedente sono surrogate da queste altre 


( 3 ) 


X Au Au Au 


Si può, in secondo luogo, particolarizzare ancor più l’ipotesi or fatta, supponendo 
che il valor comune V delle n — 2 radici fisse sia uguale ad oo. In questo caso, do- 
vendo l’equazione (p (X) = o avere tutte le radici infinite, bisogna che il suo primo 
membro si riduca ad una costante. Ponendo questa costante uguale ad i si ha 


donde 


_ M(X, — a,)(\ - a,) 
'^A'^ (a) u = o, 


dove ò ( 1 ) è una funzione intera di \ del grado n — 5, a coefficienti arbitrari. Que- 
st’ultima equazione si scinde nelle n — 2 equazioni separate 

(4) u = Oj au = 0^ w = o , 

le quali sono appunto quelle che tengono luogo delle (4) del § precedente nel caso 
attualmente supposto. Verificandosi il quale l’equazione 

A u 


liberata che sia dai denominatori, si abbassa spontaneamente al 2® grado, per la mutua 
elisione di tutti i termini che contengono potenze di \ superiori alla seconda. Si giun- 
gerebbe, per un cammino inverso, alle stesse equazioni (4) eguagliando a zero i coef- 
ficienti di ... V nella precedente equazione, liberata dai denominatori. 

Osserviamo ancora che rappresentando, come dianzi, con (X) una funzione in- 
tera di X, di grado n — 5, a coefficienti arbitrari, e moltiplicando ordinatamente le 
n — 2 equazioni (4) del § precedente per 

si ottiene 
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ossia, in forza del Lemma (II), 


(a) 

f{d) 


0 , 


vale a dire, scrivendo per disteso, 


( 5 ) 


I . . . _i_ 4,KO»n _ „ 
?(0 ^ ?(«.) ^ ?(0 


Quest’ unica equazione equivale, per l’arbitrio degli n — 2 coeiHcienti della funzione 
(]; (X), al sistema delle n — 2 equazioni (4) del § precedente, dalle quali essa venne 
ricavata. Viceversa si possono da quest’unica equazione ricavare tutte le equazioni citate. 
Per ottenere la prima, ad esempio, non si ha che da porre 




1 — y ' 


Se, in particolare, si pone A (X) eguale al prodotto ài n — 3 dei binomi 
le quantità 

'l' (^0)5 («.)^ •••'!' («.,) 

riescono tutte nulle, ad eccezione di quelle quattro nelle quali X è posto eguale ad una 
delle a non comprese in (X). Per tal guisa Tequazione (5) si converte in una rela- 
zione fra sole quattro delle n -[- i funzioni lineari il Con questo artifizio si può, in 
caso di bisogno, esprimere linearmente n — 2 delle funzioni n per mezzo delle tre ri- 
manenti, e ritornare cosi all’uso di tre sole coordinate omogenee indipendenti. Ripar- 
leremo, nel seguente §, di tale riduzione, considerandola da un punto di vista più ge- 
nerale. 

Col medesimo artifizio si possono dimostrare dei teoremi geometrici: di che vo- 
gliamo dare un esempio. 

Sia n = 5. In questo caso le relazioni identiche sono in numero di tre, e la loro 
coesistenza deve esprimere che le rette *) 

— o, = o, — o, = 0, = o, = o 

sono sei tangenti d’una sola e medesima conica, vale a dire che sono cosi disposte da 
dar luogo al teorema di Brianchon. Per dimostrar ciò, stabiliamo di far succedere 


Usiamo in questo esempio gli indici i, 2, 3, 4, 5, 6 invece degli indici 0, i, 2, 3, 4, 5. 
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queste sei rette nell’orditie indicato dagli indici delle corrispondenti funzioni u, e, poiché 
(X) è nel caso attuale funzione di 2° grado, poniamo successivamente nell’equazione (5) 

= {\~ a;)(\ — a,), 

= (X — a,)(X — a^y 

Si ottengono così tre relazioni distinte, la prima fra le funzioni u^, m, , , la se- 
conda fra le funzioni m^, u^, m,, la terza fra le funzioni u^, relazioni 

che scriveremo cosi 

(“2 ) “j) + (^s ) “é) = ° 5 

(“3 ) «4) + ? “.) = o 5 

(“4) “s^ “f" ~ ° ’ 

ciascuna parentesi rappresentando una certa funzione lineare delle due funzioni u che 
vi sono racchiuse: per esempio si ha 


«2) = 


{a — aj (a, — aj m, (a. — a J (a, — a^) 


?(0 


+ 


?(«2) 


Queste tre identità insegnano che le rette congiungenti i vertici opposti dell’esagono 
formato dalle sei rette, disposte nelFordine indicato, possono essere rappresentate dalle 
equazioni 

(“. > «2) = o , (m. , 11^) = o , («J , nj = o . 

Ora si ha identicamente 


0 = 0.— «i)(«2 — ’ «a) + 0', — : «4) 

+ Os — «i)(«6 — «2)(«j 2 « 6)2 

dunque le congiungenti anzidetto si segano in un solo e medesimo punto. 

[Per verificare Tidentità precedente basta porre in luogo di (w., Tespressione 
equivalente — u^): si ottiene cosi una relazione fra le sole quattro funzioni 
^3? ^4? quale è identica a quella cui si perviene ponendo d;(A)r=r:(A — ^.)Q — 


§ 6. 


Riprendiamo Tequazione (5) del § 4 


(0 


X Au 
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e supponiamo che delle n — 2 relazioni necessariamente sussistenti fra le ^ 
zioni lineari alcune soltanto, e non già tutte, abbiano la forma delle equazioni (4) 
del detto §, e precisamente sieno \t n — m seguenti : 

Au ^ ^ Au ^ Au 

2-.y — a ~ 2 -a" — zLv-”) — a~°’ 


dove m è un numero intero che non può mai essere maggiore di n, nè minore di 2. 
In questo caso Tequazione (i) non ha che m radici X variabili colla posizione del 
punto e rappresenta quindi la tangente variabile di una linea razionale della 

classe m. 

Eliminando le 2 n — 2 quantità essenzialmente arbitrarie, comprese fra le ^ e le 
dalle 3(n — m) equazioni che si ottengono dalle (2) eguagliando separatamente a 
zero, in ciascuna, i coefficienti di jc, rimangono 

n i — (3 m — i) 

relazioni fra le sole coordinate delle n -f- i rette u — 0. Di queste rette 3 m — i 
sono dunque arbitrarie : ogni altra retta deve soddisfare ad una condizione per entrare 
a far parte d’un’equazione della forma (i), cioè per essere tangente d’una linea di 
classe m già toccata dalle prime 3 w — i rette. 

Ora una linea razionale di classe m è determinata da ^in — i tangenti arbi- 
trarie *): dunque Tequazione (i), accompagnata dalle relazioni (2), è atta a rappresen- 
tare la tangente variabile di qualunque linea razionale di classe /«, colla sola condizione 
che il numero w -j- i delle rette u — o sia sempre maggiore di m. 

Quando m > 2, le relazioni (2) non costituiscono che una parte delle n — 2 
relazioni lineati che devono sussistere fra le n -(- i funzioni u. Ne rimangono ancora 
m — 2, della forma 

^ r = o, 


dove le c sono costanti individuate, relazioni delle quali si deve tener conto al bisogno. 

Le ^ — m equazioni (2) si possono, col processo indicato nel § precedente, com- 
pendiare in una sola 

2 — (p(a) ’ 

dove 

oQ) = (X — A')(X — A") ... (X — 


e <]^(X) è una funzione intera di X, del grado n 


m 


I, a coefficienti arbitrari. 


*) Mòbius, D&r harycentrische Calciti (Leipzig, 1827), pag. 84. 
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Quest’equazione può servire alla determinazione di n — m delle funzioni u per 
mezzo delle rimanenti m -j- i. Se, per fissare le idee, si vogliono esprimere le funzioni 


m-hi 5 m-+-2 5 « 


per mezzo delle 
basta porre 

lOd = Q — • • • (^ — 

e fare successivamente neirequazione (5) 

xG) xfi) xfi) 




X — 


1 — a,. 


5 . . . j 


1 — a 


Si ottengono in tal modo k n — m formole che risultano dalla seguente : 


(4) 


— 4(^) 


facendo successivamente p = m i, m 2, ... n; e queste permettono appunto di 
esprimere m) per mezzo di , jq , ... m,„ . 

Dall’equazione (4) si trae 




p 


f (^f) L Ol O 'h 


donde, moltiplicando ambidue i membri per 


A — 

e sommando da p = m i fino z p = 

y ^P^p ^ féaMjhf 

‘^p 0 ‘^p)0^p 

ossia 


Y ^P^P ^Y Aa(a,)u, ^ ?(^,) 

Nelle due somme fra parentesi si può scrivere <p(a^) — x(^^) ki luogo di e 

siccome la funzione (^(X) — i(X) è d’ordine inferiore a x(^)j si può applicare alle 
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somme stesse il lemma (II). Si ottiene cosi 


Ap u 


m 

I 


r?oo 

(1 — «0? («0 LxG) 


y 


ossia finalmente 

0 ^ X (^) "o" ? (.^k) 

Da questa identità risulta che Tequazione primitiva (i), fra le u^ = o, 

— Oj ... u^-=. equivale a quest’ altra 


( 6 ) 


^ xK) 4.% _ 


fra le sole m -j- ^ = o, ... = o. 

Notiamo che l’identità (5) può scriversi cosi: 


(X- 


n 

4 Zo)(X — a.) • . ■ (X — 


l~a^ 



— 0(^ 




m 

.)! 




X (X — X')(X - X") ... (X — X'"-”'), 

dalla quale è reso evidente che, ammesse le — m relazioni (2), il primo membro 
dell’equazione (i), liberato dai denominatori, si spezza effettivamente in due fattori, 
l’uno dei quali è il primo membro deH’eqiiazione (6), pure liberato dai denominatori, 
e l’altro è il prodotto dei fattori lineari corrispondenti alle radici fisse V, 7 ^", ... 

Questo secondo fattore può essere soppresso, in quanto è indipendente dalle coordinate 
A', del punto variabile, e cosi riesce manifesta Tequivalcnza delle due equazioni 
l’una fra ^ i, l’altra fra sole m 1 rette. 

Notiamo ancora che se nella seconda di queste equazioni, cioè nella (6), si fa 
A = dove p è un indice maggiore di w, l’equazione stessa diventa 


cioè, (4), 


X. -^k _ Q 

4- tO*) ‘^p — ^k 

Up = o; 
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cosicché si riconosce, anche a posteriori^ che la nuova equazione (6), benché non con- 
tenga più, esplicitamente, le rette = 0, = 0, ... u^ = o^ non cessa tuttavia 

di riprodurne le equazioni in corrispondenza ai valori , . . . di 

Per mostrare con un esempio l'utilità di questo processo, consideriamo il caso di 
una linea della 3^ classe, individuata da otto sue tangenti u^ = o, u^=zo^ 
e partiamo dall'equazione 


Facendo 


A, 


+ 


Au. 

2 2 

1 — 


+ ••• + 


A^ ^8 


o . 


? (^) = a - ^0 - ^“0 , 


X W = - ^s)(^ — ^ 6 ) 0 ^ — ^7)0^ ~ "^8)5 

risulta da quanto precede che quest'equazione ad otto termini é riducibile alla seguente 
a soli quattro: 

(.^k ^s) Aj^Uj^ 

I (.^k ^0 (^fe ^^*0 ^ 


Se si introduce ora una relazione lineare arbitraria fra le quattro funzioni residue 
^4? quest'equazione, eliminando si riduce manifestamente alla forma 

seguente 


1 Cli * ‘ 


■ ^2 + 




o . 


Quest'ultima é dunque un'equazione tipica, atta a rappresentare la tangente variabile 
di ogni curva razionale della 3^ classe. 


§ 7 * 


Poniamo, ritenendo le segnature dei §§ precedenti, 

Nel supposto che reggano sempre le equazioni di condizione (2) del § precedente, 
questa [X] è una funzione intera di a, del grado m. Ora dal Lemma (II) si ha 


h—o 


[\] 


(X_x,)F(a0 ’ 


P(X)=:(X-XJ( 1 -X.) ... (X-XJ. 
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Ne risulta che Tequazione della tangente variabile d’una linea razionale di classe w, 
adoperata precedentemente sotto la forma 

X Au 

può anche porsi sotto questa forma equivalente 

y M = 0 

Questa trasformazione equivale, come è chiaro, al sostituire le w i tangenti \ , 
, . . . in luogo delle primitive tangenti , ... . Le citate condizioni (2) 

sono sostituite dalle identità 

[V] = o, [V'] = o, ... >] = o. 

Or ecco la conclusione importante che si può trarre da questa trasformazione. 
Col variare di X la re.tta [X] = o varia essa pure, cioè prende varie posizioni nel piano. 
Se avviene che per due valori diversi di X, per esempio per X = X^ e per X = X^ , 
cioè per due punti generalmente distinti della curva (giacché le coordinate locali di 
questa sono funzioni di X), la retta [X] = o riprenda la medesima posizione, vuol dire 
che questa retta è tangente alla linea tanto nel punto X^ quanto nel punto X^, vuol 
dire, cioè, ch’essa è una tangente doppia della linea stessa. Ora Tessere le due equazioni 
[Xq] = 0, [X J = o rappresentative d’una sola e medesima retta, importa necessariamente 
la relazione seguente fra le due funzioni [Xj e [Xj: 

[\] = -1- c"[A"] H- . . . + >], 

dove le c sono costanti indeterminate. Se questo valore di [XJ si sostituisce nelTultima 
equazione trovata e si ticn conto delle identità sopra notate, la funzione [X^] risulta 
moltiplicata per la seguente funzione di X 

(r^TjFjT) + (T=r>yFy-) ’ 

ossia per 

ossia, in sostanza, per una funzione della forma seguente 

Al + B 


dove A t B sono costanti. 
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Ora questa conclusionej cosi stabilita per le n -j- i tangenti ... sus- 
siste naturalmente anche per le primitive n 1 tangenti u^ = o^ u^ = . u^ — o, 

le quali coincidono colle prime quando si supponga \=: z=: etc. Dunque, 

riportandoci di nuovo alla primitiva forma deirequa 2 Ìone della tangente variabile, pos- 
siamo stabilire questa regola : che, come una tangente semplice u = o ài luogo, nelhequa- 
zione della tangente variabile, ad un termine della forma 

A u 

K — a ’ 


cosi una tangente doppia u = o ài luogo ad un termine della forma 

(^A X — j— il 

(a — 

e, possiamo subito aggiungere (senza che occorra speciale dimostrazione), una tangente 
stazionaria od inflessionale ài luogo ad un termine della forma 

(Al B) u 

■ 

Per mostrare subito come questa semplice osservazione permetta di comporre, a 
priori^ in modo facilissimo, Tequazione della tangente variabile dhma linea razionale 
contraddistinta da certi caratteri tangenziali, basterà citare i seguenti esempi. 

Le due equazioni 


._Ì4_ ^ 

X — — r)(\ — c') 

. 4 - + c’)i _ 

1 — a'I — b' (ì — cy 


^5 


o 


rappresentano le tangenti variabili di due linee razionali di 5 ^ classe, rispetto alle quali 
le rette x = y — o sono tangenti semplici, e la retta o c tangente doppia per 
la prima linea, stazionaria per la seconda. 

Cosi le sette equazioni 


I ( Bl B') y (C a -f- C)z _ 

1 — (X — b)(l — i') * (à — r)(X — r') 

Ax (Bl + B')y (CX+C)^ 

(1 — b)(l ~ b') (1 — cj' ~ 

I (Bl~{- B')y , (Cl -j- 

1 — a '^ (1 — by * (a — cy 
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1 ^5 I ^ — 

(X — a)(\~a') ^ (X — — ^ (X — c)(X — c') ~ ’ 

I I _ o 

(X — a)(\ — a') ^ (X — b)(;k — V) ^ (X — cj ~ ’ 

1 I — 

(X — d)(\ — «0 ^ (X — hy ^ (\ — cy~ ^ 

Ax . By ^ Cx_ 

(X - af ^ (X — f" (X — c)^ ~ ° 

rappresentano le tangenti variabili di sette linee di 4^ classe, rispetto alle quali 

la retta x — o è tangente semplice per le prime tre, doppia per le tre seguenti, 
stazionaria per Fultima; 

la retta 3; = 0 è tangente doppia per la prima, seconda, quarta e quinta, stazionaria 
per le altre; 

la retta :^ = o è tangente doppia per la prima e quarta, stazionaria per tutte le 

altre. 

Notiamo che procedendo con questo metodo si incontrano naturalmente quelle 
equazioni che si prestano colla maggiore semplicità ed eleganza alla trattazione di cia- 
scuna delle linee rappresentate. Per esempio, rultima delle equazioni precedenti, la cui 
simmetria è perfetta, conduce alle formule più adatte per lo studio della linea di 3° 
ordine e di 4^ classe. Le coordinate locali di questa linea sono date da 

b — c — a.. a — b 

x:y:i = - (X — ay : —j~ (X — hy : — ^ (X — cj . 

Per determinare i due valori di a che corrispondono al punto doppio di questa linea 
basta evidentemente trovare quei valori di X' e di X" pei quali Tequazione 


(I _ ry ^ p.(x ry — o 


ha le radici a, bj r, disponendo convenientemente di p.; problema la cui soluzione, 
facile a trovarsi anche direttamente, è fornita senz’altro dalla notissima teoria delle forme 
binarie cubiche. 

Non entreremo in una ricerca particolareggiata circa il caso, qui accennato, della 
presenza di tangenti doppie o stazionarie, e diremo soltanto che considerando i seguenti 
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. linea 

di classe 

m: 

{A 


’h 

(X- 


0 


Atti, 


(X- 


4 ) 


+ 


o- - 



^k'^k 



n 

I 


n 

I 

o 

n 

I 


(X - ...)■ 


si giunge facilmente a riconoscere che il numero il quale dev’essere naturalmente 
eguale almeno a 2, non deve superare m — 3 nella prima e terza equazione, m — 2 
nella seconda e quarta; e che, ammesse queste limitazioni, è sempre possibile ridurre 
l’equazione della tangente variabile d’una linea di classe m alle prime tre forme, qua- 
lunque sieno le n I rette fondamentali, mentre la riduzione alla quarta forma non 
è possibile che per 


n zi 


; m 


ossia per 


n zi yn — 2 — 


m 


cosicché per m'l> 6 i limiti di n sono, rispetto a tale riduzione, più ristretti che ri- 
spetto alle altre tre. 


§ 8 . 

Vogliamo ora mostrare come i procedimenti e le forinole adoperate nei §§ pre- 
cedenti possano applicarsi utilmente anche allo studio delle linee piane non razionali; 
e ciò faremo stabilendo un sistema di equazioni colle quali si può vantaggiosamente 
trattare la teoria delle curve generali di 3^ ordine. 

Sieno 

(1) = o, = o, = 0, — o 

le equazioni di quattro rette del piano, fra le quali abbia luogo l’unica relazione identica 

(2) — 
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In virtù di questa, T equazione 


( 3 ) 


I I ^ 

— ‘k — a, k — a 


= o 


rappresenta la tangente variabile d"una conica inscritta nel quadrilatero fondamentale 
(i). Questa conica è totalmente individuata quando ne è data una quinta tangente. Sia 

«j M, + e, c^u,-\- e^u^ = o 

Tequazione di questa retta. Ponendo nell’equazione (3) 


'{h + ^ 


(h = I, 2, 3, 4), 


ed avendo riguardo alla relazione (2), si riconosce che questa quinta tangente è con- 
tenuta nel sistema (3) e corrisponde al valore 


T 

del parametro E siccome ciò ha luogo qualunque sieno le quantità a, fi, y, S, cosi, 
anche attribuendo valori arbitrari (purché disegnali) a tre delle costanti , <2^, 
si può sempre disporre della quarta costante e delle anzidetto quantità (x, fi, y, S in 
guisa che Tequazione (3) rappresenti la tangente variabile d’una qualunque delle coniche 
inscritte nel quadrilatero (i). (Ciò segue anche dalla dimostrazione data alla fine del § 4). 
Ora poniamo per brevità 



dove 


f(X) = (a - a,) (a — — a^. 

L^’espressione [k] è, (2), una funzione intera del 2® grado in k. Facendo k = nel- 
Tequazione (4) si ha 

(5) f (aju, = [a,] (k = I, 2, 3, 4), 

forinola che equivale, (§ 5), alla seguente 



- ^ 0(^1 - ^ ") 
f’Gù ■ ’ 


(50 
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dove y e y' sono i parametri delle due rette del sistema (3) passanti pel punto al 
quale si riferiscono i valori delle funzioni 
Premesso ciò consideriamo Tidentità 




dove F è funzione di 8° grado in \ e poniamo 

F(l) =f ( 1 )^( 1 '), <p(^) = a(X - a.)(> - aJ(X - 

Avuto riguardo a questa forma di F(y) ed alle formole (j), Tidentità precedente si 
trasforma in quesfaltra 


4 r 




Poniamo di nuovo 

donde 

(0 


't'UjAhjH _L V 

4 . 4-/(*;0t'W 


o . 






e designiamo con 4 /(À) il residuo (di 3° grado in X) della divisione di ^(X) per/(X). 
Dairidentità che cosi si ottiene 

<p(X) = a/(X) + KU 

SI trae, (6), 

_ U'(^ÒY 


'1' («i) = ?(«).) = 


A. 


ossia 


talché dal Lemma (II) si ha 


e conseguentemente 


i( 5 ) _ 

fi‘u) A ’ 

H>0_ V_/1K) 

/(X) Z- 4 (x-.o’ 

r /'(«O 


=/(>-) 


I 


- 4 (X — 




Dunque se si prendono per a_, a^, a,, le radici deU’equazione di 4° grado in X 


J 


f'M 




+ a = 0, 


( 7 ) 
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dove a è una costante arbitraria, si ha Tidentità 

Ne risulta che la linea di 3® ordine rappresentata dairequazione quadrilaterale 

(8) u] -I- 4 u\ = o, 

può essere egualmente rappresentata dairaltra equazione quadrilaterale 


(9) 

dove 




+ 




+ 




+ 




/(« 0 ?'(O /(«.)?' W /(«,)?' (« 3 ) /K)?'(*4) 

= 0 ^— a )(^ — — « 3 )(>^ — « 4 ); 


e ciò qualunque siano le costanti ed a. La relazione identica che tien 

luogo della (2) per le nuove funzioni [aj è 


(10) 


>,] _L (“J , ["J . W 


_L 4. _L±L- _u 


9'(^r) IP'C^s) ?'K) 


0 . 


È evidente che i due quadrilateri ed sono circoscritti ad 

una medesima conica. Ma vediamo di precisarne meglio le proprietà. A tal fine deno- 
tiamo per un momento con il valore che prende la funzione Uj, nel punto comune 
alle due rette [aj = o, [aj =: o. Dalle formule (5') si ha 


,,{12) 


ed analogamente 
donde, (6), 


m‘34) ^ _ 


^34 («t — ='-3)(^‘ “ * 4 ) 


/K) 






Le eguaglianze che cosi si ottengono 

00 

combinate colle identità 




^(12) ^(12) ^(12) ^ 


,U2) 


(34) 

4 
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mostrano che i due punti (a^ aj ed (a, a^) sono situati sulla linea rappresentata dal- 
Tequazione 


(12) 


I I ^ I ^ I ^ 

^3«3 ^4 «4 


Ora questa linea è Thessiana della cubica (8), e le relazioni (ii) definiscono le coppie 
di punti coniugati di questa hessiana (cioè le coppie di punti conjugati rispetto a tutte 
le coniche polari) ; dunque il nuovo quadrilatero di riferimento a, a^) è, come il 

primitivo inscritto neirhessiana ed i suoi vertici opposti sono punti conju- 
gati di questa curva, vale a dire: il quadrilatero è un quadrilatero polare. 

E poiché la forma quadrilaterale (8) deirequazione d’una cubica generale involge due 
costanti arbitrarie, mentre la determinazione delle , a,, a,, cc^ (che definiscono il 
nuovo quadrilatero) implica appunto due costanti arbitrarie (cioè la costante a ed il 
rapporto anarmonico delle costanti cosi Tequazione (9) porge il tipo più 

generale delle equazioni quadrilaterali d"una cubica data. 

L^equazione (7), le cui radici definiscono i quadrilateri polari, può essere surrogata 
da un’altra. Infatti se da essa si sottrae Tidentità risultante dal porvi X = e si di- 
vide il primo membro dell’equazione ottenuta per X — , si trova 


(7') 


I; 


/'(«.) 




equazione di 5° grado in X, in cui si può fissare arbitrariamente il valore di , e che 
somministra le altre tre radici a^, a,, a^. Di qui risulta che ogni retta del piano è 
lato d’un quadrilatero polare. Infatti, data una retta qualunque, si determinino (nel 
modo indicato al principio di questo §) le in modo ch’essa appartenga al sistema 
(3), e si assuma per il valore di X spettante ad essa. La precedente equazione (7') 
fornirà in tal caso i parametri a^, a,, delle tre altre rette che, insieme colla data, 
formano il quadrilatero polare, unico e determinato, cui essa appartiene. Queste tre 
rette sono le tangenti condotte alla conica inscritta nel quadrilatero fondamentale (i) e 
toccante la retta data dai tre punti in cui questa retta interseca la cubica hessiana. 

Si può anche applicare altrimenti l’equazione (7'), e cioè disponendo delle costanti 
in modo che si abbia 


(7") 


‘t- 

I 






dove ed sono fissate ad arbitrio. Se si sottrae quest’equazione (la quale esprime 
che le rette a^., s’intersecano suU’hessiana) dalla precedente equazione (7') e si di- 
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vide il risultato per 1 — , si ottiene 


4 




— ad ’ 

equazione del solo 2° grado in 1 , che fornisce le due radici rimanenti ed a^. 
Poniamo ora 




e consideriamo l’identità 


ossia, (5), 


y K - K)M , yCVniJM _ „ 
4 - fC^ùKad "^4 mwih) ~ ’ 

'- fCaùia.-KX I 


dove è una costante arbitraria. Ponendo 


/KKfh — K) 




si ha dal Lemma (II) 


’ K^t) _ ak — b, 

/'{ad ~ E, 

«x)=/«XjyA^ 


(k = I, 2, 5, 4), 


Ne risulta che, prendendo per /q, b^, b, le radici dell’equazione di 3° grado in > 

la conica rappresentata dairequazione quadrilaterale 

(14) EXJrEX + E,u] + E^ul==o 

è egualmente rappresentata dalFequazione trilaterale 

, , 

m + — 7 ® + 7W — =■’’ 

talché la detta conica è conjugata ad un^infinità di triangoli formati da rette del siste- 
ma (3). 
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Uequazione (13) può essere scritta cosi: 

Quindi se i coefficienti deirequazione (14) soddisfanno alla relazione 
/• liofili 

(lé) £; + £;+X + X“°’ 

1234 

una delle radici b^, diventa eguale 3. b^, e, supponendo che sia b^ = b^, le due 
altre radici b^, b^ sono date dall’equazione 


y L_ 

Z-EJl — 


che è del solo 2° grado in \ per la relazione (16). In questo caso Tequazione tra- 
sformata (15) diventa 

(I 7 -) M = M‘ 

e rappresenta una coppia di rette. Si può infatti verificare facilmente che la condizione 
per lo spezzamento della conica (14) in due rette è appunto la (16). Le coordinate 
del punto doppio sono date da 

(17O = E^u^ = y «, = y . 

Le radici e delFequazione (16') sono i parametri delle due rette del sistema (3) 
che passano per questo punto, e le due rette rappresentate dall’equazione (17) sono 
le tangenti, nel punto stesso, alle due coniche inscritte nel quadrilatero fondamentale 
e passanti per questo punto. 

Supponiamo ora che la conica (14) sia la prima polare d’un punto del piano. 
Se è il valore di in questo punto, bisogna porre 

■^k ~ 

donde risulta innanzi tutto che affinchè la conica (14) sia una conica polare dev’essere 

- 0 

a + zt + j + a;--'’- 

Se poi s’indicano con 1 '^ 1 " i parametri delle due rette (3) passanti pel polo, si ha 

_ MAM - V)K - V') 
f'(EÙ 


5 
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epperò Fequazione (13) diventa 

V - K)fM 

2 ^ 

Dando alla costante arbitraria uno dei due valori X', V\ ponendo per esempio 
b^ — y\ quest’equazione diventa 

e non contiene più traccia di V'. Ne risulta che il triangolo {b^h^h^ determinato da 
quest’equazione è il triangolo conjugato comune alle coniche polari di tutti i punti 
della retta [V] = o, la quale è una retta qualunque del piano (per l’arbitrio inerente 
alle quantità a^. Inoltre confrontando quest’equazione (18) colla (7"), si 

riconosce che le radici b^ della prima sono i parametri di tre lati d’un quadri- 

latero polare, il cui quarto lato è la retta di parametro V. Dunque le tre rette che, 
insieme con una retta data, costituiscono il quadrilatero polare di cui essa fa parte, sono 
i lati del triangolo conjugato comune alle coniche polari di tutti i punti della retta 
stessa. 

La condizione (16) dello spezzamento in due rette diventa, per una conica polare, 

f^ = o, 

Y A,^v^. 

epperò, (12), tale spezzamento ha luogo solamente quando il polo è sulla cubica hes- 
siana. Le coordinate del punto doppio sono date, (17')? da 


A, V, w, = A‘V^ 




A^v^w^ = Avw^ , 

> j 3 -14 4^ 


epperò, (ii), il polo ed il punto doppio sono punti conjugati dell’hessiana. Indicando 
con ed i parametri delle due rette (3), che passano per il polo, si ha, (5'), 

' ‘ ’ 


e, per essere il polo sull’hessiana, si ha pure 


4 



— “‘aOt — 


o. 
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Quindi Tequazione analoga alla (i^') è la seguente: 


4- 


o . 


Ora queste due ultime equazioni sono identiche alle ( 7 "), (7'")‘ dunque le radici de- 
notate più sopra con e sono i parametri a, ed delle due rette che formano 
quadrilatero polare con quelle di parametri ed a^, epperò Tequazione della conica 
polare del punto (a^ ossia della conica polare che ha il punto doppio nel punto 


come si può verificare direttamente mediante le equazioni ( 9 ), (io). 

L’equazione 

_ KL =: M 

rappresenta una delle due rette costituenti la conica polare il cui punto doppio è (a^ a J. 
Se le quantità variano soddisfacendo sempre all’equazione (j'% questa retta 

inviluppa la curva Cayleyana. 

Non protrarremo più oltre questa digressione, unico scopo della quale è stato di 
mostrare la possibilità di piegare i metodi precedentemente esposti alla trattazione di 
questioni che parrebbero, a prima giunta, estranee al campo della loro applicazione. 


§ 9. 


Passando ora allo spazio, denoteremo con x, 7 , t le coordinate omogenee d’un 
punto, e con p, r, ^ quelle d’un piano, le ime e le altre collegate fra loro dall’e- 
quazione 

px qy st = o 


quando il punto {xy^^t) è nel piano (pqrs). 

Senza ripetere le deduzioni del § i, possiamo addirittura stabilire che l’equazione 


(I) 


Ax , By , C:( , Dt 

7=^ + r~T + 7^ + ’ 


nella quale 7 è un parametro variabile, rappresenta un piano variabile, tangente ad 
una sviluppabile di 3 ^ classe, ossia osculatore di una cubica gobba. Le A, 5, C, D, 
a, r, d sono otto costanti, delle quali quattro soltanto sono essenziali : le Ay By C, D 
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devono essere tutte diverse da zero, le è, d tutte diverse fra loro, i ^uaiLiu ^ 
fondamentali 

^ = 0, y=:Oj :(=o, t = o 

sono ^compresi nella schiera dei piani tangenti, e corrispondono ai valori c, d del 
parametro variabile 

Ponendo Tequazione (i) sotto la forma 

ri'ì I I I -0 

^ p'^+p” ^ q'y. + ?" ^ r'> + f" “ s'I + /' ~ ’ 

essa rappresenta il piano osculatore variabile della cubica gobba determinata dai sei 
piani osculatori fissi 

x = o, 3 ^ = 0 , :^=o, t = o, 

p'x-j-q'y-\-r’i-^s't=^o, p" x q" y r" i-\- s" t — o . 

Infatti questi sei piani si ottengono dall’equazione (i') ponendo ordinatamente 


1 = 0 , 'k =z co . 

Le coordinate d’un settimo piano osculatore qualunque sono date dalle forinole 

___ p'p" q'q'' r'r" s' s" 

donde si conclude che le condizioni necessarie e sufficienti acciocché i sette piani 
x = o, j/ = o, :^=o, t — 
px-{-qy-{-ri-\-st=zo, 
p'x -i-q' y r'x.+s' t=o, 


p''x + q"y -t- r'\ + s”t — o 

sieno osculatori d’una cubica gobba, sono le due contenute nelFequazione simbolica 


I 

I 

I 

I 


T 

? 

r 

5 


I 

I 

I 

I 

= 0 

Y 

Y 

Y 

7" 

I 

I 

I 

I 


Y 

Y 

r" 

Y' 
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Ragionando in egual modo sulle coordinate di piani, si viene medesimamente a 
concludere che Tequazione del punto variabile d’una cubica gobba circoscritta al tetraedro 

pz=zo^ q = o^ r = o, s = o 

può sempre essere posta sotto la forma 

ro>i 4 - 4- 4- = o 

^ ^ \L — — b ' ^ — c'[j. — d ’ 

dove jA è il parametro variabile; che per la cubica determinata dai sei punti 


p = o, 


px' -f- qy' ri' -|- sf = o, 
px" -j- qy" -f- ri" -(- st" = 0 , 
l’equazione del punto variabile è 

(.2 ) px' + ;c" ^ n'+y" ^ ^ P-i' + t" 

talché le coordinate di questo punto son date dalle formole 


^ '-y - ^ px' -fx" ■ p- y' 4 - y" ' p-4 + ■ p- 1’ -f- 1" ’ 

e finalmente che le condizioni necessarie e sufficienti acciocché i sette punti 


p = o, q = o, r = o, s = o, 
p x-^- q t = Q, 

p' x-\-q'y-\-r'i-\-s't = o^ 
p" X q" y + r" I -j- ^'4 = o 

siano in una cubica gobba sono le due contenute neU’equazione simbolica 


I 

I 

I 

I 


X 



T 


I 

I 

I 

I 

— 0 

x' 

y 


T~ 


T 

T 

T 

T 
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La forma di quest’equazione mostra che operando una trasformazione steineriana o 
quadratica nello spazio, cioè facendo corrispondere ad ogni punto (^xy^i^t) un punto 
v) C Si) mediante le relazioni 

= ny = ‘Ct = 

ai tre punti (xy^^f), (x' y' : ìì' t'), (x" y" x!' t"') corrispondono tre punti in linea retta. 
In base a quest’osservazione, la relazione precedente trova la sua spiegazione immediata 
nella nota teoria della trasformazione steineriana neEo spazio, e l’analoga equazione 
simbolica fra i sette piani osculatori d’una cubica gobba risulta in egual modo dalla 
trasformazione medesima, operata fra coordinate di piani. 

Tornando aUe equazioni (i) e (2), che somministrano il tipo generale del piano 
osculatore variabile e del punto variabile d’una cubica gobba rispettivamente inscritta o 
circoscritu al tetraedro fondamentale, noteremo le formole seguenti, dedotte coi soliti 
procedimenti. 

Rispetto al caso della cubica inscritta, le coordinate del piano osculatore variabile 
sono date da 

A B C D 
p . q . 1 . s — a ' 1 — b ' X — c'X — d ’ 


e le coordinate del punto pel quale passano i tre piani osculatori X', X", X'” sono 
date da , 

_ (r — a)(}.” — — a) 

A fin) 


px = 


?y = 


_ (X'_ /;)(X''— /;)(X''' — i) 


Bfib) 


n 


_(V_,)(X''_,)(X"'-c) 

Cf(cj' 

(!' — d)(r' — - d) 


P‘- DJ\d) 

dove p è un fattore di proporzionalità ed 

/(X) zzz: (a - a)(\ — c)(l — d ) . 

Da queste ultime formole risulta che le coordinate del punto comune al piano osculatore 
V ed alla retta tangente della cubica nel punto X sono date da 


x: y t: 


(X _ ay fi _ hy (V — — cy {y — 0^' 


AfCa) 


BfXb) 


CfXc) 


DfXd) 


ay 
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mentre quelle del punto 1 della cubica sono date da 

Se poi, essendo (pqrs), (p' q'r's') i due piani osculatori di parametri X e X', si pone 
0 ,=:= qr' — q'r, cc' =ps^ —p's, 

i^=zrp' ~ r'p , P' = , 

^=pq' — p'q, Y = rs' — r' s , 

cioè se si designano con a, p, y; (x', p', y' le sei coordinate omogenee della retta se- 
condo cui s%tersecano i detti due piani, si trova 

pa = £ C(è — c)(X — a)(l — d)(V — a)(X' — d), 

pp = CA(c — a)(l — b)(l — d){y — b)(r — d), 

py AB {a — J)(X — r)(X — i)(X' — r)(X' — d)^ 

fOL' = AD (a — d)(l — /;)(X — r)(X' — b)(l' — c), 

p i^' — BD(b — d)(X — c)(l — a)(\' — r)(X' — a)j 

py' = CZ)(ì: — rf)(A — ^)(X — è)(X' — ^0(X' — è), 

donde emergono le due equazioni 

a a' _ __ yy' 

— d) (è — c) (b — d^{c — a) (c — d^(a — b') 

quali rappresentanti la congruenza formata dalla totalità di tali rette in due piani. Fa- 
cendo X = X' si hanno di qui le sei coordinate della tangente variabile della cubica 
gobba. 

Considerando invece la cubica gobba circoscritta al tetraedro fondamentale, si ot- 
tengono forinole del tutto simili per la rappresentazione algebrica degli enti geometrici 
duali ai precedenti. Altrettanto si può dire delle forinole che ancora vogliamo qui ag- 
giungere, riferendoci sempre al caso della cubica inscritta. 


*) Forinole sostanzialrriente eguali a queste vennero da me comunicate al R. Istituto Lombardo 
fin dal 1868; vedi queste Opere, volume I, pag. 354. 
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Ponendo 



ed osservando che [X] è -una funzione intera e di 3° grado rispetto a \ si ha ^identità 


dove 


K=5 

I 

k=.l 




0, 


FCl) = \Xl - \)(1 - \)(1 - - 1 ^), 


? ^2 j ^35 ^4 ? ^^5 essendo cinque valori arbitrari ma distinti di X Questa è una re- 
lazione identica fra cinque piani osculatori arbitrari e distinti, la quale permette di espri- 
mere un piano osculatore arbitrario per mezzo di quattro piani osculatori fissi. Ora 
avendosi in particolare 


[a] = Axf(a), [b] = Byf'(b), M = [d] = Dtf(d), 

è chiaro che, col mezzo della precedente relazione, si possono ottenere le espressioni 
di X, y, t in funzione di [Xj, [XJ, [Xj, [Xj; basta fare successivamente X^ =1 a, 
bj c, d. 

Più generalmente si ha Tidentità 

HA0[A,,r _■ , 

F(À,) 

dove 

F(^) = (x-70a-\) ••• (^->0, 



e ^(X) è una funzione intera di X, del grado n — yrn — 2 al più, a coefficienti arbi- 
trari. Quando si fa in = i, il grado di A non può superare n — 5, e, se si fa ap- 
punto n = 5, si ricade sulbidentità considerata dianzi. Quando si fa m = 2, il grado 

di non può superare n — 8, e, se si fa appunto w = 8, si trova, collo stesso pro- 

cedimento usato nel § 2, che le due equazioni 

, [^'? 4. o 

cpc^o ? 0“') f ? (> ‘ò f (>*'') 

<P ( 1 ) = (> - X )Ca _ (1 - X,) (X - 

i (^) = (1 - r) (A - a“)(a - >“') - n 


dove 
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rappresentano una sola e medesima quadrica, la quale unica quadrica è conjugata con 
tutti i tetraedri formati di piani osculatori costituenti un gruppo deU’involuzione quar- 
tica definita dall’equazione 

^(\) + ki^(X)==o. 

Quando poi si fa m = 3, il grado di 9 non deve superare n — ii, e, se si fa 
'Appunto ^ = 11, si ottengono formole che possono essere applicate con vantaggio alla 
soria del pentaedro polare delle superficie di 3® ordine, come ho mostrato in una 
Jota comunicata recentemente al R. Istituto Lombardo *). 


§ IO. 


Consideriamo ora simultaneamente due cubiche gobbe, Luna inscritta, Taltra cir- 
coscritta al tetraedro fondamentale. 

Rappresenteremo coirequazione 

I y I ■ ■ ^ I L„ 

1 — — b'I — X — d 


il piano osculatore variabile della prima cubica, cubica che può essere una qualunque, 
fra le inscritte, per la presenza delle costanti arbitrarie a, è, r, e coir equazione 

Ap . Bq . Cr . Ds 

^ = o 

Ij. — a ^ Il — (A — c p. — a 

il punto variabile della seconda cubica, cubica che può anch’essa essere una qualunque, 
fra le circoscritte, per la presenza delle nuove costanti A, J?, C, D. 

L'equazione 

A B C D _ 

(X _ a) (f;. _ ^) + (> _ è) _ i,) + (1 _ (f;. _ i) - 0 


esprime manifestamente la condizione perchè il piano osculatore X della prima cubica 
passi per il punto p. della seconda, ed è di 3® grado tanto rispetto a X quanto rispetto 
a p- Designando con 7,^, /c,, 7.^ le radici (variabili con k) deU'equazione di 4° 
grado in /- 

A , B , C , D 


+ 


b 


+ ; 


+ ■7 


d 


k, 


*) Adunanza del 2 Gennajo 1879 ; vedi queste Opere, tomo III, pp. 151-162. 
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ed osservando che fra queste radici hanno luogo sei relazioni del tipo 


(x., — — a) — b) (/., — b)^ (z, — c) — 0 — d) 


B 


c 


D 


(relazioni delle quali tre sole sono indipendenti, e le altre tre sono conseguenze di 
queste), si trova, con considerazioni interamente analoghe a quelle del § 3, che ponendo 

X. = (/., = X; (t=l, 2, 3, 4) 


si ottiene un solo e medesimo tetraedro, le cui faccie sono i piani ^2? ^3, oscu- 
latori della prima cubica, i cui vertici opposti sono i punti della se- 

conda cubica, ed i cui spigoli sono rette in due piani rispetto alla prima cubica, corde 
rispetto alla seconda. E siccome, variando /c, una qualunque delle radici può prendere 
tutti i valori possibili, cosi si conclude che per due cubiche gobbe (come per due co- 
niche in un piano) esiste una serie infinita e continua di tetraedri circoscritti all’una 
ed inscritti alfaltra, quando esista un solo di tali tetraedri. 

La retta comune ai due piani osculatori e A, è rappresentata dalle due equazioni 


^ y ^ , :c I 

— a ' 1 — h 1 — c ' 1 — d 


A . ^ . t 


j z. j 4. 

A — a ' X. — i ‘ — c ^ 




le quali possono essere sostituite dalle due seguenti : 

X y K. ^ 

w) or- 0 ( + (v=ixr^) "" ° ’ 


a X 


+ 


by 


+ 




(X - «)(X - ^ (X - OCX -b)^ (X - OCX - 0 ^ (X - X)(X - d) 


+ 


dt 


= o 


ottenute : la prima colla semplice sottrazione delle due equazioni precedenti, la seconda 
colla sottrazione eseguita dopo aver moltiplicato la prima equazione per e la seconda 
per . Se i due piani , a^ sono faccie d\ìn tetraedro simultaneamente inscritto e 
circoscritto, si ha ancora, dietro quanto precede, 


A 


(X - 0 (X - (X - b) (X - b) ^ (X - 0 (X - 0 (X - 0 (X - à) 


B 


+ ; 


c 




D 


= o. 


Da questa e dalle due precedenti equazioni risulta che si ha 
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dove a, p, Y, ^ sono i complementi algebrici degli elementi della prima linea nel de- 


terminante 


:f: 5fc 


X y t 

ax by ex, àt 

A B C D 

Di qui, in virtù del Lemma (III), si trae Tequazione 

a/'(^) + ^f(h) y/'(0 ^ ’ 

donde sono eliminate le , e che, contenendo soltanto le x, 3 /, è Fequazione 

locale della superficie rigata luogo degli spigoli di tutti i tetraedri simultaneamente in- 
scritti e circoscritti alle due cubiche. Sviluppandola, si trova, con facile calcolo, il ri- 
sultato seguente 


(b — c)(c — d) (d — b) 

Z. D(b — c)yx+B(c~d)xt-j^C (d — b)ty 


dove i tre termini susseguenti a quello che sta scritto si ottengono da esso permutando 
circolarmente tanto le è, c, d, quanto le J5, C, Z), quanto le x, y, t. La su- 
perficie degli spigoli è dunque di 6 ® ordine e classe. Essa ha per linea tripla la cubica 

gobba circoscritta, e per sviluppabile tritangente quella di cui la cubica gobba inscritta 

è spigolo di regresso. 

L’equazione tangenziale della medesima superficie, dedotta con un procedimento 
totalmente analogo, è 

s;— A(b — c)(c — d){d — /?) 

2^ (b — 0 ? ^ — d)r s (d. — b^s q 

Accenniamo rapidamente il caso delle radici eguali. L’equazione di 4 ° grado in % 

dà, pel lemma (I), 

k{a — 


talché se, per un valor particolare k’ di le due radici x., e diventano eguali fra 
loro, designando con x.' questo valor comune, si ha 

fio) ’ 
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Di qui si trae 

^ A 

H — ^)(x-' — a) ° ’ Z- (y. — a) (/.' — ay ° ’ 

dove x rappresenta uno dei due valori x,, x^. La prima equazione (derivata della pri- 
mitiva) definisce sei valori di x' che sono radici doppie dell’equazione in x, corrispon- 
denti a certi sei valori k' di k. La terza equazione è, in virtù della prima, del solo 2 ° 
grado in x, e fornisce i valori delle radici disegnali x^ e x, associate alla radice dop- 
pia x'. La seconda e terza equazione poi, insieme prese, esprimono il carattere pecu- 
liare dei tetraedri corrispondenti alle sei quaterne nelle quali son comprese le 'radici 
doppie. Infatti ponendo 


I 


(x' — ay 


I: 


= P'X = 


P'. = ^ 


V = u/ = 


dove y è il valor comune di ^ \ j come p/ è il valor comune di e e de- 
signando con \ o p .5 uno qualunque dei valori diseguali 1^, oppure p-^, p-^, si 
hanno le equazioni seguenti (differenti solo nella segnatura dalle due ultime delle pre- 
cedenti) : 


y é = 

Z- (;x — ^)(P'' — a) 


^ 

Sp/ ^ (1 — ^Xp-' — a) 


o; 


2- (a' — a) (p. — a) ^ ’ 

d A 

di' 2_ (!' ~ — a) ~ ° • 


La prima coppia d’equazioni esprime che la faccia 1 contiene il punto p.^ ed il punto 
contiguo ; la seconda, che il punto p. è contenuto nel piano osculatore 1' e nel piano 
contiguo. Dunque la faccia 1 contiene la tangente p.' della seconda cubica, ed il ver- 
tice p- è sulla tangente V della prima. Ne consegue che lo spigolo p^p^^? corda della 
seconda cubica, cade lungo la tangente a' della prima cubica, e figura come interse- 
zione di due faccie coincidenti ncirunico piano 1'. Le faccie sono gli altri due 

piani osculatori della prima cubica che passano rispettivamente pei punti p-^, p.^ della 
seconda. Questi due piani s’intersecano nel punto p/ di questa cubica, lungo una retta 
che è la tangente ad essa in questo punto, e che rappresenta la dii'ezione dello spi- 
golo p-'p-', riducentesi ad un punto. I due anzidetti piani indicano rorientamento delle 
due faccie evanescenti del tetraedro. 

Questi risultati possono servire ad indicare le condizioni d’esistenza d’una serie 
di tetraedri inscritti e circoscritti alle due cubiche: ma Tenunciato di tali condizioni non 
è cosi semplice come nel caso di due coniche. 

Ragionando come s’è fatto alla fine del § 3 , ed invocando le formole stabilite alla 
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fine del § precedente, si trova che la quadrica conjugata con tutti i tetraedri inscritti 
e circoscritti è quella rappresentata dall’equazione semplicissima 

Ax^ + By^-j- Ci^ + Df = c. 

S ri- 


consideriamo l’equazione 


(0 


o ^ ‘^k 


= 0, 


nella quale le u sono n 1 funzioni lineari delle coordinate jjc, 3/, t d’un punto 
dello spazio, le e le ^3; sono costanti e 1 è un parametro arbitrario. Quesf equazione 
rappresenta un piano il quale, al variare di \ inviluppa una sviluppabile della classe 
n al più. Fra i piani tangenti di questa sviluppabile, o fra i piani osculatori della linea 
gobba che ne è lo spigolo di regresso, vi sono ‘gli n i piani fondamentali u — 0^ 
che conrispondono ai valori l = ^ Ma se, designando con 

n — m valori particolari (fissi) di a, si stabiliscono fra le n -]- i funzioni lineari u le 
seguenti relazioni identiche 


(2) 



I 


A u 






All 


la classe della sviluppabile discende evidentemente da ?/ ad in. Il numero n — in di 
tali relazioni non può mai superare n — 3, epperò ni non può mai essere minore di 
3 nè maggiore di n. 

Eliminando le 2n — 2 costanti essenzialmente arbitrarie deirequazione (i) dalle 
4^(n — ni) equazioni che si ottengono dalle (2) eguagliando separatamente a zero, in 
ciascuna, i coefficienti di x, rimangono 


2 (fz -j- I — 2 ni) 

relazioni fra le sole coordinate degli n -|- i piani u = o. Di questi piani im sono 
dunque arbitrari : ogni altro piano deve soddisfare a due condizioni per entrare a far 
parte d’un’equazione della forma (i), cioè per essere osculatore d’una linea di classe 
m già osculata dai primi 2m piani. E poiché una linea gobba razionale di classe m è 
generalmente determinata da 2m piani osculatori arbitrari, cosi Tequazione (i), accom- 
pagnata dalle condizioni (2), è generalmente atta a rappresentare il piano osculatore 
variabile d'una linea gobba razionale di classe w, colla sola restrizione che il numero 
n i dei piani u — o sia sempre maggiore di m. 
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Quando m è maggiore di 3 le relazioni (2) non costituiscono che una parte delle 
n — 3 relazioni lineari che devono sussistere fra \t n 1 funzioni u. Ne rimangono 
ancora m — 3, della forma 

^ cu — o ^ 

dove le c sono costanti; relazioni delle quali si deve tener conto al bisogno. 

Le riduzioni svolte nel § 6 si applicano senz’altro anche al caso attuale. 

E parimente sussistono le considerazioni del § 7, che ora debbonsi invece riferire 
ai piani tangenti doppi 0 stazionari. 

Il caso più semplice dell’uso dei piani stazionari come piani fondamentali è offerto 
dall’equazione 

(1 — dy ^ (y — by ^ (a — cy ^ (\ — dy~ ^ 

la quale si presta nel modo più semplice e naturale allo studio della linea gobba di 4° 
ordine e di 2^ specie. 

Se in quest’equazione si sostituiscono al posto di Xj 7^^ t ì valori dati dalle 
formolo 


(4) 


X : y : x. \ t = 


(I _ — a) fi — — b) 

Af(a) • Bf(b) 

Cfic)-"- • Df(d) 


essa x'isLilta identicamente soddisfatta, qualunque sieno le quantità e talché queste 
formole rappresentano le coordinate, variabili con e con d’un punto qualunque 
del piano osculatore X della quartica. 

Se si fa p-2 = \ ossia se si pone 


V • V • 7 • * — fi— fl) . fi— 0 . fi— c) X[ ^-,— c) . fi— 
x.y.v^- ^ 7 fi) Bf(b) • C/fi) • Dm 

sono soddisfatte a un tempo, qualunque sia , Tequazione (3) e la sua derivata rap- 
porto a talché queste formole rappresentano le coordinate, variabili con p^ , d’un 
punto qualunque della tangente 1 della quartica, ossia d’un punto della sviluppabile di 
cui questa curva è spigolo di regresso. 

E finalmente, se si fa anche = >., ossia se si pone 


( 6 ) 


X : y : t = 


(i — ay Qk — by O' — ^y fi — ^7 
J/fi) = Bf(b) '■ Cfic) ■ Dfid) 
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sono soddisfatte a un tempo Tequazione (3) e le sue derivate, prima e seconda, rap- 
porto a X, talché queste formole rappresentano le coordinate del punto X della quartica. 

Per riconoscere il significato delle variabili denotate dianzi con e conside- 
riamo l’equazione 

Ax I By , Ci , Dt 


Tenendo 1 costante e lasciando variare f;-, quest’equazione rappresenta il piano oscu- 
latore variabile d"una cubica gobba che diremo cubica 1 . Fra questi piani osculatori vi 
sono sempre i quattro piani fondamentali, cioè i piani stazionari della quartica. Inol- 
tre la cubica e la quartica hanno in comune il punto X e la tangente in esso. Sieno 
ora p, i parametri dei tre piani osculatori della cubica X che passano pel 

punto qualunque dalle formole del § 9 si ha 


(X — a)(p., — — a)(p., — a) 

A fio) 


? 


Se il punto è preso nel piano X, una delle quantità p^, p^, p^, per esempio 

Pj , è uguale a X, e si ottengono cosi le formole (4). Dunque p^ e p^ sono i para- 
metri dei due piani osculatori, distinti da X, che si possono condurre alla cubica X dal 
punto {xy'it) del piano X. Se poi si fa anche p^ = X, si ottengono le formole (5), 
epperò la variabile p^ rappresenta in queste formole il parametro delhunico piano, di- 
stinto da X, che si può condurre alla cubica X dal punto (^^3;:^/) della tangente X della 
quartica. 

Facendo p^ = p^ = p nelle formole (4), cioè ponendo 


( 8 ) x:y:x.:t: 


. (> - . a - - dy(i^-dy 


Af{a) 


Bt\h) 


Cj\c) 


Df{d) 


si ottengono le coordinate del punto d’intersezione del piano osculatore X della quar- 
tica colla tangente p della cubica X, punto che al variare di p genera nel piano anzi- 
detto una conica, com’è notissimo, e come d’altronde risulta dalle formole stesse. Stante 
la simmetria di queste formole rispetto a X ed a p, il detto punto è anche l’interse- 
zione del piano osculatore p della quartica colla tangente X della cubica p. Se nelle 
formole (8) si considerano come simultaneamente variabili X e p, le coordinate ;c, y, 
t appartengono al punto variabile d’una superficie. Questa superficie, che può essere 
considerata come l’inviluppo del piano (7), qualora nell’equazione di questo si facciano 
variare ad un tempo X e p, contiene per intero la quartica, la quale è rappresentata 
sovr’essa dall’equazione X = p-, ed è il luogo di tutte le coniche secondo le quali cia- 
scun piano osculatore X della quartica è intersecato dalle corrispondenti sviluppabili X. 
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Uequazione locale di questa superficie è 

1/^ + 

e la sua equazione tangenziale 


~ ru\ ~ ^p rr\ 1 rpt 


o , 


sf’{d) 

È più comodo scrivere 

Afia), Bf(h), cric), Df(d) 
in luogo rispettivamente di 

A, B, C; D. 

Così facendo, Tequazione del piano osculatore variabile della quartica prende la forma 

(30 

e le coordinate del punto variabile di questa linea sono date da 

(6') 


Af(a)x Bf(b)y Cf(c)l , DfCdòt ^ 

(1 — ay ex — by (X — cy (i — dy~ ' 


ex — ay (\ — by (X — cy (x — d)* 


Se le quantità a, b, c, d variano in modo che il rapporto anarmonico {ahed) 
rimanga costante, la quartica rimane inalterata. Infatti sieno a\ b', c\ d' quattro nuove 
quantità tali che si abbia 

(a' // c' d') — iab od) , 

In tal caso è notissimo che si possono determinare le costanti a, [i, y, S in modo che, 
designando con e una qualunque delle quantità a, b, c, d e con e' la corrispondente 
fra le quantità a\ b', c', d', si abbia 


e zzz 


0^ 


e reciprocamente. Da questa relazione si deduce 

a — b 


a' — b' 


(«S — fly), 


epperò 


fV) 


(ya + S)(yZ> -y 

/(O 


(y e -j- (yia: + ^)(t^ + 
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ossia 


/'(0 = 


(Ye + Sy 


5 


dove M è un fattore simmetrico rispetto ad d. Di qui si trae 


ossia 


fCO 

(l'-ej [v(Ye + S)-(xe + flff ’ 

f(e') _ Nf'ie) 


dove è un nuovo fattore simmetrico rispetto ad a, b, c, d, e ì. è una variabile le- 
gata a V dalla relazione 

U'-(i 
^ ’ 

ossia 

V = -^+ . 

Y'a + 

Ne risulta che sostituendo le quantità a\ //, c', d' alle h, c, d senza mutare la va- 
riabile \ si ottiene lo stesso risultato [nella formazione dell’equazione (3')] che te- 
nendo immutate quelle quantità e sostituendo 

— (a 

a — Y>. 

al posto di 1 , con che il sistema dei piani (3') resta inalterato. 

Se invece il rapporto anarmonico Qtbcd^ cambia, la quartica cambia anch essa, 
restando però sempre sulla superficie rappresentata dall equazione locale 

X -)- y -j- 1/ C q -|~ ]/ JJ t = o , 


o dall’equazione tanp;enziale 


A 

P 


-f 


B 

<] 




Questa superficie è l’invilupjio del piano rapjn'csentato dall equazione 


(7') 


Af (a) X 
~aXv — 


(p, — à){y — ■ (p — ^)Cv — (P- — P)(B' 

nella quale p. e v sono due parametri indipendenti j e le coordinate dei punti di que- 


Bf'iìOy 


CficX 


Df'(d)t _ 


■ Ó ~ (l'- — d)(y — d) 
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Sta superficie sono date da 

^ . - . . _ (f^ — . (p — (f^ — — 

• c[f'(c)f ■ Dwm 

Siccome poi, per \j. — \ v — \ le formole (7') ed (8') coincidono rispettivamente 
colle (5'), (6'), cosi ognuna delle quartiche considerate è tal linea della superficie, che 
i piani tangenti a questa nei punti di quella sono al tempo stesso piani osculatori della 
linea. Ne consegue che ognuna di quelle quartiche è una linea asintotica della super- 
ficie luogo di esse. Facendo variare le a, è, c, d in modo che il rapporto anarmonico 
(abcd) prenda tutti i valori possibili, si ottengono tutte le linee asintotiche della su- 
perficie, e da quest'osservazione è facile concludere che ogni piano tangente sega la 
superficie secondo due coniche. 

Questa superficie è dunque la celebre superficie di Steiner, detta anche superficie 
romana^ alla quale è più specialmente consacrato il § seguente. Il metodo seguito in 
esso, oltre servire di esemplificazione al concetto generale formulato al principio del 
§ stesso, conduce nel modo più semplice e più elementare allo studio delle superficie 
in discorso, e rende ragione a priori delle formole (7'), (8') trovate incidentalmente 
nel presente § ; formole che contengono, apparentemente, un numero di parametri ar- 
bitrari maggiore del bisogno, e che, per tal ragione, possono forse sembrare meno 
idonee all'uopo. 

§ 12. 

I vantaggi che offre la forma d’equazioni da noi fin qui adoperata per rappre- 
sentare gli elementi variabili (punto, retta, piano) nello studio dei luoghi risultanti da 
un’infinità semplice di tali elementi (linee piane, linee gobbe, sviluppabili), suggerisce 
naturalmente l'idea di cercarne Tapplicazione diretta anche allo studio dei luoghi ri- 
sultanti da una doppia infinità di punti o di piani, allo studio, cioè, delle superficie. 

Non è forse lecito sperare che tale applicazione si possa fare con eguale facilità 
e vantaggio, nè ora intendiamo di addentrarci in questa ricerca. Non vogliamo però 
chiudere il presente scritto senza dare almeno un saggio della possibilità e dell'utilità 
di tale ulteriore applicazione; e ciò faremo coll'assumere ad equazione d'un piano va- 
riabile la seguente: 

^ y L_, ? L ^ = 0 

^ + ^2 '^ + ^2 1-^- + ^3 ' + ^2 F’ + ^ + ^2 I-'- + ^3 ’ 


*) Diciamo diretta, perchè la ricerca sul pentaedro, citata al § 9, mostra già la possibilità d’uti- 
lizzare indirettamente le equazioni e le considerazioni proprie del metodo fin qui svolto per lo studio 
di superficie non sviluppabili. 
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dove X e fi sono due parametri indipendenti. Questa forma d’equazione si presenta 
spontaneamente come la più semplice possibile, quando si cerca un riscontro, nell’ipotesi 
di due parametri indipendenti, alle forme adoperate in quella d’un parametro solo : 
essa risulta, infatti, dall’equazione della tangente variabile d’una conica inscritta aggiun- 
gendo una coordinata ed un parametro. 

Per maggior simmetria introdurremo tre parametri omogenei^ scrivendo : X, in- 
vece di X, e X^ : X^ invece di (a, e porremo inoltre 

CL \ - 4 - \ —I— Cl “k oc . 

Ili 2 2 I 33 ^ 

K\ ~ìr ^ ’ 

con che l’equazione del piano variabile prende la forma 



(2) 


X , y , z. , ^ 

T+i+T+y-° 


E poiché le quattro funzioni a, fi, y, lineari ed omogenee rispetto ai parametri , 
, X^ , sono necessariamente legate da una relazione lineare ed omogenea, supporremo 
che tale relazione sia 


( 3 ) 


A 01 -j- B fi — j— C y ~j— D ^ — o , 


dove le 5 , C, D sono quattro costanti, i cui rapporti sono determinati dalle tre 
equazioni 

(5') + Cc. -j- Dd. = o (i = I, 2, 3). 


Ciò premesso, è facilissimo trovare le coordinate del punto variabile della 

superficie inviluppo, che diremo superficie Queste coordinate soddisfanno, infatti, 
all’equazione del piano mobile ed alle due derivate di essa rispetto ai parametri X e p., 
o, ciò che torna lo stesso, soddisfanno alle tre derivate dcirequazione (2) rispetto ai 
parametri omogenei X^ , X^, X,, vale a dire alle tre equazioni 


a.x 


b. 




+ i^ + 


.d.J_ 

i 


(i = I, 2, 3 )> 


le quali, confrontate colla (5'), danno subito 

(4) X : y: I : t = Aol^ : : Cf : Dìì\ 


Le coordinate del piano tangente in questo punto sono, in virtù della stessa equazione 
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(2)5 date da 

(5) 


p 


I 

oc 


III 

' P ' y ■ S ■ 


Ne risulta che fra le coordinate locali e le tangenziali, relative ad uno stesso punto 
della superficie, si hanno le relazioni 




onde 


: s^t = A: B \ C : D, 


px : qy : st 


P ? 

Quindi Inequazione di definizione 




px-\-qy-{-r:(^-\-st = o 
dà luogo, per la superficie alle due seguenti : 


(7) 

( 8 ) 


JI4.Z4.JC , _ 

p q ' f 1 ^ 




la prima delle quali è ^equazione locale, la seconda è Tequazione tangenziale della su- 
perficie stessa. Questa superficie è dunque del 4^’ ordine e della 3^ classe. 

I parametri omogenei , oppure (ciò che torna più comodo) le loro 

funzioni lineari a, p, y, si possono considerare come coordinate omogenee d’un 
punto in un piano ausiliare, che diremo piano A, c che intenderemo quind’innanzi ri- 
ferito al quadrilatero fondamentale 


a = o , [i = o , y = o , S = o . 

Si ottiene cosi una rappresentazione piana della superficie, nella quale ad ogni punto 
del piano A corrisponde, in virtù delle equazioni (4), un punto unico ed individuato 
della superficie il, e ad ogni punto di questa, in generale, corrisponde un punto unico 
ed individuato di quello *). 


*) La completa discussione in proposito a ciò esigerebbe lo studio preliminare delle singolarità 
della superficie, studio sul quale non intendiamo trattenerci, tanto più ch’esso può riguardarsi come 
esaurito dalle belle ricerche di Cremona e di Clebsch. Qui non abbiamo altra mira che di applicare 
i procedimenti svolti nei §§ precedenti ; nel che ci avverrà quasi sempre di ritrovare per altra via i 
risultati già noti : come si verifica in particolare per la determinazione delle asintotiche. Cfr. la Nota 
del prof. Cremona nei Rendiconti deiristituto Lombardo, volume IV (1867), pag. 15 e la Memoria di 
Clebsch nel t. LXVII (1867), pag. i, del Journal fùr die reine und angewandte Mathematik. 
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Per iscoprire ora le proprietà più caratteristiche della superficie 2, cerchiamo an- 
zitutto qual linea di essa corrisponda ad una retta del piano A. Se («oPoTo^o) 
sono due punti di questo piano, lo che suppone soddisfatte le condizioni 

(9) < 

^ +PP. + Cy. + = 

un punto qualunque della retta che li congiunge è determinato dalle equazioni 

a : p : Y : S = («0 + = (^0 + ^^.) • (Yo + ^T.) • (^0 + • 

Ne consegue che le coordinate x, y, z.ì ^ del punto corrispondente della superficie 2, 
sono determinate, (4), dalle equazioni 

(10) x:y:x.:t = + xpj : C(y„ + ^Y.)^ = 


mentre le coordinate r, s del piano tangente nel punto stesso sono determinate, 
(5), da queste altre 


(il) 


p:q:r:s = 


, + "^*1 To + ^T. + 


Di qui si conclude che la linea della superficie 1 corrispondente ad una retta del piano 
A è una conica, e che i piani tangenti a lungo questa conica osculano una cubica 
gobba. 

Il piano della conica è uno dei piani tangenti alla superficie lungo la conica stessa. 
Per dimostrar ciò denotiamo con V un valor particolare di X, con p\ r\ s' i va- 

lori che risultano dalle forinole (ii) per 1 = 1 ^ e sostituiamo i valori (io) delle 
X, t nelPequazione 

(12) p' X q' y r' s' t = o 


del piano X'. II primo membro di quest’equazione, ossia Tespressione 

4 _ m + w , ^+jY.y , ^ a + ^<iy 

+ + Yo-f^'rr^^ '^0 + '-'^, ’ 

equivale alla seguente 

“,) 4" Pi) 4“ C(To H“ Yi) 4~ 4- ^i) 

+ 2(X-X')(^a,4-5É1.+ CY. 4-^^.) 

^ ^ \«‘o4-^'«i Po4-’^'P. To 4 ->^'y. 
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come si verifica a colpo d’occhio, scrivendo "i" luogo di 

etc. Ma, per le identità (9), quest’espressione si riduce alla sua ultima 
parte, epperò si annulla, qualunque sia \ se V soddisfa all’equazione 


I Br. , ct : I 

+ + To + ’^'T. 


S„ + VS 

O I I 


Ora quest’equazione, liberata dai denominatori, e tenuto conto delle identità (9), si 
riduce alla seguente 



che è, come si vede, lineare rispetto a X'. Esiste dunque un valore unico e determi- 
nato di X', pel quale il corrispondente piano (12) contiene tutti i punti (io), epperò 
la conica luogo di questi punti è l’intersezione parziale della superficie 2 con questo 
piano tangente. Nel punto di contatto, la conica e la cubica gobba osculata dai piani 
tangenti hanno non solo un punto, ma eziandio una tangente comune. Il piano poi 
della conica sega nuovamente la superficie secondo un’altra conica, giacché ogni se- 
zione piana della superficie è necessariamente un luogo di 4° ordine. 

Quest’ultima proprietà della superficie Z appartiene ad ogni piano tangente. Per 
dimostrar ciò direttamente, basta osservare che un piano arbitrario 


( 13 ) Po^ + <Ioy + = 0 

sega la superficie X secondo una linea di 4° ordine, cui corrisponde nel piano A la 
conica 

(14) Apy + 5?// + Cr,f -I- = 0. 

Questa conica appartiene ad un sistema lineare triplicemente infinito (considerando 
come arbitrarie le quantità 5^), nel quale è contenuta una doppia infinità 

di coniche spezzantisi in due rette. Per determinare queste coniche speciali bisogna 
porre fra le coordinate a^, fì>^, y^, del loro punto doppio le relazioni 

= ''oTo = 5 

I *0 ~h ^ To 4* r) = o , 

BELTRAMI, tOmO III. 2 $ 
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dalle quali consegue che le coordinate p^, r^, d’ogni piano segante la superficie 

2 secondo una linea rappresentata nel piano A da una coppia di rette, cioè secondo 
due coniche, sono vincolate dall’equazione 


(15O 


A , B . C 

ro 20 o 





che è appunto Tequazione tangenziale della superficie. Reciprocamente, per ogni piano 
tangente della superficie, cioè per ogni sistema di valori delle 5'^, 5^ soddisfa- 

centi alla relazione (15')? riesce possibile la determinazione delle coordinate a^, 
in conformità alle condizioni (15)- 

Dalla forma di queste stesse condizioni emerge che ogni punto del piano A è 
punto doppio d'una, e d"una sola conica del sistema (14), e precisamente di quella 
che rappresenta la sezione fatta nella superficie ^ da quel piano tangente il cui punto 
di contatto è rappresentato dal punto arbitrariamente assunto nel piano A. 

Cosi, ogni retta di questo piano appartiene ad una, e ad una sola, di quelle co- 
niche del sistema (14) che si spezzano in due rette. Ciò risulta a priori dal fatto che 
la conica della superficie, corrispondente ad una retta del piano, giace in un piano tan- 
gente, e che quindi la sezione completa fatta da questo piano nella superficie è rap- 
presentata da una coppia di rette, una delle quali dev’essere necessariamente la data. 
Ma giova dimostrare direttamente quest’importante proprietà, per poterne ricavare altre 
conseguenze interessantissime. 

Sia dunque 

+ C'y + D'8=:o 


Tequazione della retta tracciata ad arbitrio nel piano A. Se, coll’ajuto di quest’equa- 
zione e della (3), si eliminano dall’equazione (14) due delle coordinate a, [i, y, S e 
si rende identico il risultato rispetto alle altre due, si trova, dopo un calcolo facile. 


^Po ■ : Ds^ 

= iAB’) (A C) {AD’y.{BC'){BD’){BA')-.{CD'){CA'){CB'y.{DA'){D B') (D C'), 

dove per brevità si è posto (AB') = AB' — B A'^ etc. La forma di questo risultato 
suggerisce di porre 


A _ A. — h R-— ^ 

B' C' — ^ ’ D' ~ ^ ’ 


con che la retta assunta ad arbitrio nel piano A viene ad essere rappresentata dall’e- 
quazione 

, Cy , 

— + — + -T + -r = °’ 



58 ] 


RICERCHE DI GEOMETRIA ANALITICA. 


nella quale le arbitrarie sono ora le quantità c, d. Per tale sostituzione, 
mole trovate dianzi per prendono la forma seguente : 


Po’ ^0-^0 ' 


Afia) 


dove 


f(X) = (X - d)(l ^ b)(l d). 


Questi valori soddisfanno, pel lemma (IH), alla condizione (15'), cioè appartengono 
ad un piano tangente. Assegnati cosi i valori di r^, 5^, le coordinate a^, 

To 5 ^0 punto della retta data, che è punto doppio della conica di cui essa fa 

parte, restano determinate, in virtù delle equazioni (15), dalle formole 


a : S : Y : S = — : — 

o lo o 



e finalmente le coordinate x^, 3/^, :(q, di quel punto della superficie che a questo 
corrisponde, cioè del punto ove ha luogo il contatto col piano sono deter- 

minate, in virtù delle equazioni (4), dalle formole 




Dunque, qualunque sieno le costanti j, /?, d, cioè qualunque sia la retta tracciata 
nel piano A, esiste sempre una, ed una sola, conica del sistema (14) della quale essa 
fa parte, ed è pure determinato quel punto della retta die è punto doppio per questa 
conica. 

Posto ciò, scriviamo a — X, b — X, c — X, d — X al posto di b, c, d. Dietro 
quanto precede si ha 


(iC) 


I n I ct I flS 

X — a‘X — /7‘X — (;'X — d 


come equazione d’una retta arbitraria del piano A ; 
(16') 


(x_ay (i — by (i — dy 

Af{a) • Bflb) • C/(0 ■ Dfid) 


come coordinate di quel punto di essa che è punto doppio della conica cui essa ap- 
partiene nel sistema (14); 


A\j'(,à)y ■ i[f (S)]- ■ (£)]’ o[/'(j)]' 

come coordinate del punto della superficie 2 che corrisponde al punto anzidetto del 
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piano A; e finalmente 


(lé'") 


p 


■ BfO) . CfXc) . DfXd) 
^ —(\ — ay (1 — by (i~cy (1 — dy 


come coordinate del piano che tocca la superficie nel punto (16") e che la sega se- 
condo due coniche una delle quali è rappresentata nel piano A dalla retta (16). 

Ora Tequazione (16), in virtù delFidentità (3), rappresenta, per a, c, d co- 
stanti e 1 variabile, la tangente variabile d’una conica inscritta nel quadrilatero fonda- 
mentale, e le forinole (16') definiscono le coordinate del punto in cui questa conica 
è toccata dalla tangente (16). Possiamo dunque enunciare il teorema seguente: data 
nel piano A una retta qualunque, e data quindi la conica che tocca a un tempo questa 
retta ed i quattro lati del quadrilatero fondamentale, al punto di contatto di questa 
conica colla retta data corrisponde un punto della superficie D: la sezione di questa 
superficie col piano tangente in detto punto è rappresentata nel piano A da due rette 
delle quali una è la data. 

Si può aggiungere, come corollario, che : dato nel piano A un punto qualunque, 
la conica del sistema (14) che ha ivi un punto doppio è costituita dalle tangenti alle 
due coniche che passano per questo punto e che sono inscritte nel quadrilatero fon- 
damentale. 

Da queste proposizioni scaturisce una proprietà importantissima. Le due tangenti 
principali della superficie 2 in un punto qualunque di essa sono, evidentemente, le 
tangenti alle due coniche secondo le quali la superficie è segata dal piano tangente in 
quel punto. Le direzioni di queste tangenti sono dunque rappresentate, nel piano A, 
da quelle delle tangenti condotte, nel punto corrispondente, alle due coniche passanti 
per questo punto ed inscritte nel quadrilatero fondamentale. Ne risulta che alle coni- 
che del piano A inscritte in questo quadrilatero corrispondono sulla superficie 2 linee 
che hanno dovunque per tangenti le tangenti principali, corrispondono, cioè, le asinto- 
tiche della superficie. Dunque le asintotiche della superficie 2 sono le linee di 4° or- 
dine e di 2^" specie rappresentate dalle formole (lé"), mentre le loro immagini sul 
piano A sono le coniche inscritte nel quadrilatero fondamentale e rappresentate dalle 
formole (16'). Questa proprietà si verifica a posteriori osservando che le formole (16'"), 
le quali determinano i piani tangenti della superficie 2 lungo la linea (16"), determi- 
nano al tempo stesso i piani osculatori di questa linea : il che risulta immediatamente 
dal confronto delle formole (16") e (lé'") colle (6') e (3') del §11. Dietro ciò che 
abbiamo già veduto nel § 4 ed in quest’ultimo, Tarbitrio che regna nella scelta delle 
costanti a, r, d si riduce a quello del rapporto anarmonico (abcd')^ il quale è co- 
stante per una stessa asintotica, variabile dall’una all’altra : esso è il rapporto anarmo- 
nico dei quattro punti in cui ciascuna asintotica tocca le quattro coniche singolari della 
superficie. 
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Possiamo ora renderci ragione chiaramente delle formole (7') ed (8') del prece- 
dente §. Designando con p e v i valori di 1 relativi alle due rette del sistema (16) 
che passano per un punto qualunque (a^yS) del piano A, cioè ponendo 

(17) • + 5^) = MCk - p)(X - v) , 

dove M è quantità indipendente da X, si ha 


r T ^ . P, . e . _ (f^- — . (p — ^)(v — . (p — C) (v - c) . (p —dX^ - d) 

^ 7 J -H-y. - , 

epperò le coordinate locali e tangenziali del punto ad esso corrispondente sulla super- 
ficie 1 sono date, (4), (5), da 


xiy::^: t 


_ (p-^y(v-^)- . (p-r)-(v-ry . (p-dy(v-dy 


A[n^)y 


P -<1 


..r.r:s = ^^ 


Bf'Q) 


Cf'iò) 


D\J'(d)y 
DfXd) 


(p — a)(v — fl) •(p_^»)(v — Z>) '(p — c)(v — c) — — ■ 


Queste formole s’accordano perfettamente colle citate formole (7') ed (8') del §11, 
e tale accordo mette in luce il significato geometrico delle variabili denotate qui e nel 
precedente § con p- e v, del pari che quello delle costanti a, b, r, d. Esso rende al- 
tresì ragione del perchè queste forinole rappresentino una superficie unica ed individuata, 
qual’ è appunto la malgrado rindeterininazione delle costanti a, è, r, d. 

Possiamo ora formare Tcquazionc generale delle coppie di rette del piano A che 
corrispondono alle intersezioni della superficie coi propri piani tangenti. Sieno 
valori particolari (che supporremo discguali) delle variabili p-, v. L’equazione del piano 
tangente a nel punto considerata sotto la forma 

V ^/'0 )a __ _ 

Zox7:iVoTv7^fl) 

può scriversi cosi 

X AJ^a^x AJ'{a)x 

n — ^ V — a 

I o o 

Sostituendo in quest’equazione i valori (8') del § precedente, si ottiene 


V (k- — ^ 07^ — _ V (p - — 

^ (t'-o — «)?0) ^ Oo — ò/'O) ’ 

ossia, in forza del lemma (II), 


(18) 


(f^-p-oyo-K-or _ 

fK) ~ K\) 
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In virtù deiridentità (17) quest’ equazione equivale alla seguente: 



e questa è appunto la cercata equazione della coppia di rette che rappresenta nel piano A 
la suddetta intersezione. 

Se neU’equazione (i8) si considerano come costanti le [jl, v e come variabili le 
si ha l’equazione in della linea di contatto fra la superficie ed i piani 

tangenti condotti ad essa dal punto ([a, v) della superficie stessa. Anche di questa linea 
è facile avere Timmagine sul piano A. Infatti basta por mente all’equazione (2), per 
concludere subito che l’equazione 


(19) 


fo. -L io 

« + fi 


_|_ _|_ _o == O, 


dove le ? ^0 ? costanti e le a, p., y, S sono variabili legate dalla relazione (3), 

rappresenta la linea del piano A che corrisponde alla linea di contatto della superficie 2 
coi piani tangenti condotti ad essa dal punto qualunque (^oJo^o^o)- linea piana è di 
3° ordine e passa per i sei vertici del quadrilatero fondamentale : la linea di contatto 
sulla superfìcie è rappresentata dalle due equazioni simultanee 


^Ax -i/By )/Dt ^ 0, 




Se poi il punto ^ pteso sulla superficie stessa, e se è quello cui corrisponde 

nel piano il punto (<^-0 Po Yo ^0)9 l’equazione (19) diventa 


(20) 




+ 




j^Cf DK 


5 


e rappresenta una linea di 3° ordine passante, come nel caso generale, per i sei ver- 
tici del quadrilatero, ma avente inoltre un punto doppio in («^oPoTo^o)* 

Per esprimere razionalmente le coordinate dei punti di quest’ultima linea in fun- 
zione d’un parametro 9 , designarne con 9 ^ , 9 ^ , 9 , , 6^ , 9 ^ , 9 ^^ i valori (necessariamente 
distinti) di questo parametro che corrispondono rispettivamente ai sei vertici 


p = Y = o, Y = * = 05 = p = 

a = ìi = P = S=:0, Y = ^ = 0- 
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Per tale ipotesi, i cercati valori di a, p, S assumono la forma seguente : 

= 0a(6 - 6J(6 - 6^)(e_6^), 

5Pz=0è(9-93)(6-6J(e-e^), 

CY = 0r(9_9.)(9_9J(9-9,), 

D 8 = e<i(9-ej(e-9,)(8-e,), 

dove a, d sono coefficienti costanti e 0 è un fattor comune indeterminato. Ora, 
dovendo innanzi tutto essere soddisfatta F identità (3), bisogna che per ogni valore di 
9 si abbia 

«(« - y (6 - «,)(« -«,) + »(»- »,){« - e,)(e - «,) 

+ £(6 _ 9,)(9 - 9,)(9 - 6 .) + d(6 - 9^(6 - 9,)(9 - 9 .) = o , 

e perchè ciò avvenga basta che tale eguaglianza, nella quale 9 sale al 3° grado, sussista 
per più di tre valori di 9. Facendo successivamente 9 = 9^, 9^, 9,, 9^, 9^^ 9^, e po- 
nendo per comodo 

si ottengono le sei equazioni 

a(3i)(i2) = ì(i5)(i 6), i(i 2 )( 23 ) = i( 2 é)( 24 ), c( 23 )( 3 i) = ti(34)(35), 

K34)(45) = f(24)(é4), c(i 5)(56) = «(35)(45), fl(26)(64) = è(i6)(5é), 

fra le quali si possono in quattro diversi modi eliminare le a, bj Cj d. Per esempio, 
moltiplicando fra loro le ultime tre equazioni, membro a membro, si ha 

(21 ) (i 5)(26)(34) = (i6)(24)(3;). 

Questa relazione esprime che le tre coppie 

9,9: 9,9; 9,9, 

formano un’ involuzione, e le altre relazioni analoghe esprimono la stessa cosa. Bisogna 
dunque primieramente che sia soddisfatta tale condizione ; e, ciò ammesso, si possono 
adoperare tre delle sei equazioni precedenti per determinare i rapporti delle costanti 
a, by r, d. Scegliendo a tal uopo le prime tre, si riconosce che è lecito porre 

« = (23)(i5)(i6), 
b = (31) (26) (24), 
c = (12) (34) (35), 

fl! = (23)(3i)(i2). 
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Possiamo dunque concludere intanto che le formole 

/ « = 0(M(ì|)M(9 _ 6j(e _ 6^)(e _ 6^), 
1 fi = © 0 ì)MM(9 _ dp (0 _ 6J(0 _ 0^), 
y = © (^^)(34)(35) (e _ 9 J(e _ 9 J(9 _ ej, 
X == © fe3) . ( ^ ( _£j) (e _ _ o^)(9 - e,) 


soddisfanno alFidentità (3) e rappresentano, per ciò, una linea razionale di 3° ordine 
passante pei sei vertici del quadrilatero fondamentale. Resta ora a vedere sotto quali 
altre condizioni questa linea coincida con quella rappresentata dalP equazione (20). 

A tal fine designiamo con 9 . e 6y i parametri degli elementi doppi dell’involuzione 
anzidetta, ed osserviamo che applicando alle coppie 


la formola (21), si ha 

(23) 

epperò 

ed analogamente 


0, (3, 2), (3, 6) 

(i2)(is) _ (23) 

(S 6 )’ 

O2) (Ì3) _ (; 2 )(; 3 ) 
(M)(^I)_( ; 3)00 

(Ì6)(4 )-(/6)(;4)’ 


(ii)(i 2 ) _(;• 1 ) 02 ) 

_ . . (4)03) (;'4X;3)' 

Di qui si trae 

0'2)(4)(4) ^ ^ (ì'i)(i 2)(t6) _ (4 ) (4)0' 6) 

(;2)(y3)(;4) (/3)(/0(;3) (/4)(y3)(/6) ’ 

ossia 


dove gli indici i t j servono a distinguere i valori della a, fi, y, S relativi a G 1= 9 . 
e 9 “ 6 _ Da ciò si conclude che ai due valori 9 . e 9 ^. del parametro 6 corrisponde un 
solo e medesimo punto della curva, che è il punto doppio di essa, e che quindi si deve 
avere 


(h) 


a. : fi. : y. : S. = : y^ : \ 
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Per dimostrare che, quando ciò ha luogo, la cubica rappresentata dalle formole (22) 
è identica a quella rappresentata dalFequazione (20), osserviamo che, designando con 9 ' il 
parametro conjugato a 6 nelFinvoluzione e con a', y', S' le coordinate del punto ad 

esso corrispondente, dalle formole del tipo (23) si ha 


epperò, (22), 


e'-e, = (6_9^) 
6 ' _ = (9 - 9,) 

9'-9^ = (9-9,) 


(Q' - W2) 
( 6 .- 9 )(Ì 5 ) 

( 9 , - 9 ) 0 - 6 ) 
(Q' - 6^) ( 4 ) 

( 9 ,- 9 )Oi) 




? 


? 


^«' = ©'< 9 - 90 ( 9 - 90 ( 9 - 9 ^ 

donde 

^ W' = ©©'«X9 - 9.)(9 - 90(9 - 90(6 - 90(6 - 60(6 - • 


/ 6 '- 6 A 3 02 ) 03 )(h) 
V^-ej (i 1)0- 5)0-6)’ 


Formando le tre altre espressioni analoghe, si trova 


J^oca' 




C'tt' 




[«02)03)04)]’ [<ù)0'i)(^5)r [^ (”)(»■ 2) (i6)r [^(ooj)^^?’ 


ossia 


(25) 


a a' p p»' yy' S (V 

~ TT “ 


Da queste ultime relazioni risulta che essendo, per ogni valore di 6', 

Jcc' + BP' + Cy' + = 0, 

dev’essere necessariamente, per ogni valore di 9 , 

sp; Ct- , £)S=_„ 

~ + T+T + X““- 


Ora quest’ ultima equazione riesce appunto identica alla (20) sotto le condizioni (24). 
Si può riassumere il fin qui dimostrato dicendo che, qualunque sieno le quantità 
^4? ®6? pui^chè le coppie (14), (2;), (36) formino involuzione, le for- 

mole (22) definiscono una cubica piana razionale, il cui punto doppio corrisponde agli 
elementi doppi di quest’involuzione, e che rappresenta nel piano A la linea di contatto 
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fra la superfìcie 2 ed il cono involvente che ha il vertice nel punto corrispondente al 
punto doppio della cubica. 


Ponendo qui termine alle presenti ricerche, aggiungeremo che oltre le applicazioni 
che se ne potrebbero fare ulteriormente nel campo finora trattato, esse potrebbero ezian- 
dio estendersi, per altra guisa, e cioè sostituendo al posto delle coordinate Xy , , , o 
delle loro funzioni lineari, funzioni omogenee di grado qualunque delle coordinate stesse. 
A quesPordine di ricerche appartiene, in primo luogo, la dottrina delle coniche e delle 
quadriche omofocali, la quale, nell^aspetto analitico, è anzi quella che ha somministrato 
Toccasione ed il punto di partenza airalgoritmo generale qui adoperato. Ma tale esten- 
sione può concepirsi in modo assai più svariato, e, per accennarne un esempio sempli- 
cissimo, le proposizioni svolte neirultimo §, ove si scrivesse x% y^, y f in luogo di 
Xy y, darebbero la teoria del sistema doppiamente infinito di quadriche inscritte in 
un ottaedro, sistema che fa riscontro, in un senso diverso dall’usato, a quello delle co- 
niche omofocali nel piano. 



LIX. 

SULL’ATTRAZIONE DI UN ANELLO CIRCOLARE OD ELLITTICO. 


Memorie della JB, Accademia dei Lincei 
(Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali), serie III, volume V (1880), pp. 183-194. 


Lo Studio deir attrazione esercitata, secondo la legge newtoniana, da un anello 
circolare omogeneo infinitamente sottile, conduce ad alcuni risultati analitici interes- 
santi, che credo non ancora noti e che mi propongo di qui esporre brevemente. 

Si chiami a il raggio della circonferenza ed M la massa distribuita uniformemente 
sovr’essa. Assumendo per asse delle l’asse della circonferenza e per piano xy ì\ piano 
di questa, la funzione potenziale è rappresentata, per definizione, da 


(0 


M 

J o )/ d"" — 2 au cos 6 ’ 


dove u = '\lx^ y"" h la distanza (assoluta) deU’origine dal piede della perpendico- 

lare X. condotta dal punto attratto (x, y, 7 ^ al piano xy^ e 6 è l’angolo che un raggio 
variabile della circonferenza fa colla retta u. 

Questo integrale si può ridurre immediatamente a forma canonica, assumendo 

come variabile d’integrazione invece di 6. Ma si giunge più direttamente allo 

2i 

scopo che abbiamo in mira introducendo due quantità positive e cr^ , (cr^ ^ me- 
diante le formole 


(2) 




au = 


Con ciò l’integrale diventa 



7C 





ie 

2 ff, cos 9 + ffj 


J 
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e, mediante la nota sostituzione di Landen 

(Tj sen (<p — sen <p, 


assume la forma canonica 


(i). 




d(p 


i<s\ — <1* sen’^ 9 


Le quantità hanno un significato geometrico semplicissimo. Infatti le for- 

mole (2) dànno 

(m ± cLf = ± 

cosicché, se si pone 

p’ = (tt -f- ay -f- 
= (« — + ^'5 

cioè se si designano con p^, e la massima e la minima distanza (assoluta) del punto 
attratto dalla circonferenza attraente, si ha 


donde 


P, = + P. = ®. — <^25 

„ _ P. + .P2 _ „ = P' ~ ^ 


Questa proprietà, che stabilisce la dipendenza delle due quantità dalla posi- 

zione del punto attratto, può essere formulata in altro modo. Designando con a un 
parametro indeterminato, le (2) dànno 


donde 


- <) = 


— a’) 


<T — a 


Di qui risulta che cr^ e cr^ sono le due radici positive, Tuna non minore di l’altra 
non maggiore di deU’equazione 


< 7 ^ I ^2 ^2 




Ponendo nell’integrale (i)^ 


sen 0 = — - , 

^ <T 


SI ottiene 


2M r 


d <5 
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e ponendo di nuovo in questo integrale 

= a’ -j- (7* **) = a* -j- Xj , (j* = a® X’ , 

(dove X^ è una quantità immaginaria pura) si ottiene 

^ _ _2M P” X_dX 

A l/(a’H-xO(x’-x’)(v_x:) ■ 

Ma se anche nella formola (2)^ si surrogano le X , alle cr, , or^ , mediante le 

relazioni precedenti, si trova 

(^^-xD(x’-x:) _ f 

(a’ + X’)X’ ~ a’ + X’ X" ’ 

quindi all’integrale F si può dare finalmente la forma seguente 

„ 2 M F" di 

dove si è posto 

^ 

^ ~ ~ a’ -f- X’ “ "F ’ 


e dove X^ è Tunica radice positiva delTequazione 5 = 0. 

La sostituzione che conduce direttamente dal primitivo valore (i) di F a que- 
st’ultimo è 


sen y = 


|/(^^-|-XD(X’ 


X-)-t/(a’ + X’J(X’-X0 
a" H- X’ 


Ciò posto osserviamo che la nuova forma (i)^ di F appartiene ad un tipo cono- 
sciuto, cioè al tipo 


2 77(2^ 



fCs)dl 
a’ + X" 


? 


che abbiamo già considerato altre volte nei Rendiconti del R. Istituto Lombardo *). 
Abbiamo dimostrato allora *^) che per tutte le funzioni potenziali di questo tipo si può 
immediatamente assegnare, sotto una forma analoga, la funzione associata JV, cioè 


*) Veggasi la Nota: Intorno ad alcune questioni di elettrostatica, letta il 15 marzo 1877 (queste 
Opere, Voi. Ili, pp. 73-88), e quella Sulle funzioni poleniiali di sistemi simmetrici intorno ad un asse 
letta il 1° agosto 1879 (queste Opere, Voi. Ili, pp. 115-128). 

**) Veggasi anche Teccellente libro del Prof. E, Betti, Teoria delle for%e newtoniane (Pisa 1879)» 
pag. 156. 
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una funzione che, eguagliata ad una costante arbitraria, rappresenta le linee di forze 
in ciascun piano meridiano. Applicando quel teorema alla attuale funzione F, si ha 


(3l 


w=^r-^ 

A. 


come funzione ad essa associata, cioè come funzione che, eguagliata ad una costante 
arbitraria, rappresenta in ciascun piano per Tasse le linee di forza dell’anello circolare. 

Eseguendo ora su questa funzione W, in senso inverso, le trasformazioni che 
abbiamo precedentemente eseguite sulla funzione V, si trova dapprima l’espressione 


2Mx. F” 


dalla quale si passa tosto alla seguente : 


( 3 ). 


W = 


2 Mi (j’dff 


5 


che corrisponde alla forma ( 2 )^ di F; indi a quest’altra 


( 3 ). 


ir - 

J (v’ — a’sen’if)i/(y’ — c’sen’ip ’ 


che dev^essere considerata come la forma canonica di e che corrisponde alla forma 
canonica (i)^ di F; e finalmente a questa 


(3) 


™ -j- — -2 a cos 0 6 

“ TU (u — acos^y 


che corrisponde alla primitiva espressione (i) di V. 

Bisogna osse.rvare tuttavia che il teorema dianzi invocato, per dedurre la funzione 
JV dalla F, è stato dimostrato (nei citati lavori) con procedimenti analitici i quali sup- 
pongono che la funzione /(i), nel ricordato integrale tipico, sia finita per s = o insieme 
colla sua derivata prima, ipotesi che non sussistono nel caso presente. Per rimovere 
dunque ogni dubbio sulla validità di questa nuova applicazione, dimostreremo che il 
detto teorema sussiste indipendentemente da quelle ipotesi, e ci varremo a tal uopo 
del metodo già adoperato dal Prof. Dini, nell’importante sua Memoria Sulla funzione. 
poUfiT^ah delVellisse e delV ellissoide *). 


') Memorie della R. Accademia dei Lincei, Serie II, Voi. II (1874-75), pag. 689. 
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Applicando questo metodo, il quale consiste nell’assumere s invece di X come 
variabile d’integrazione, alla funzione 

U= r Af(s)dl, 

J\ 

dove A è funzione della sola X, si ha dapprima 

r^ Af(s)ds 

e/o 


espressione in cui le coordinate figurano unicamente nel fattore 

A 

ds * 
d'k 

Ora con opportune trasformazioni si riconosce che 


dove S è simbolo di derivazione rispetto ad una coordinata qualunque; epperò si ha 

^u = fy(s)^(An)di. 

Applicando questa formola alle funzioni V t W, col porre successivamente 

A — ^ A — -L 

(tenendo conto a parte del fattore che entra in W\ si trova 

dW dV 2M I d { dz 1 ,, 


dW 

ÒV 

2 M 

du ^ 

it 

dW . 

òV 

_ zM 

dz 

•K 


a X Y X" -{- x= 

/ dx • ax 


..al du ,dz ^Ij-v 
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Ma essendo 

5 Hu di 

du ~ Kjf + V) ’ 

dove 

I / u 

H ~ \a^ + r 

le quantità fra parentesi sotto i due integrali sono identicamente nulle: si ha dunque, 
indipendentemente da ogni restrizione circa i valori di /(o) e di /(o), 

dW _ ^ dW _ ^dV 

du ’ dx. ’ 

le quali due equazioni dimostrano ad un tempo che V è una funzione potenziale 
esterna e che fF è la sua funzione associata. 



Si può dimostrare, più generalmente, che la funzione 

V— — r — 

dove 

, - I _ . yl i 

funzione la quale si riduce alla (i) nel caso particolare a = h^ è la funzione potenziale 
d^una massa M distribuita lungo la curva ellittica 


colla densità variabile 


— + I 


_ Mp 
^ 2 % ah'* 


dove p è la perpendicolare condotta dal centro alla tangente delFellisse nel punto con- 
siderato. Si troverà la dimostrazione (del resto assai facile) di questo teorema in una 
Memoria Stella teoria delV attrattone degli ellissoidi presentata alF Accademia di Bolo- 
gna *). Ho fatto qui menzione di tale risultato unicamente per aggiungere una rifles- 
sione che nasce dal confronto di questa funzione potenziale dell’anello ellittico colla 
funzione più generale 


27zab 


'f 

Jx, 






') Queste Opere, Voi. III. 
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la quale, come è noto, può rappresentare la funzione potenziale d’un disco ellittico, 
la cui densità variabile omoteticamente, sia data dalla formola 


dove 



Per la validità di questa espressione della densità si richiede in primo luogo che /(o) 
sia quantità finita, talché l’espressione stessa non è punto applicabile al caso attuale, 
in cui 


(4) 


/« = 


M 

•k"" ab)/ s 


Si può tuttavia ricavare da essa un’altra forinola che è conciliabile con quest’ipotesi. 
Infatti essendo %abdt l’area compresa fra le due ellissi omotetiche t e ? -}*- d f, la 
massa contenuta nella corona ellittica limitata esternamente dal contorno del 

disco ed internamente daU’ellisse f, è data, quando la precedente formola della densità 
è applicabile, da 

M(0 = T^ab£hQ)dt = T:abf(o) + %ab , 

ossia da 

M(J) = 2%ahj{o)£t-\-%ab ( cIg T ^ - . 

Jo Jo — r 

Invertendo l’ordine delle integrazioni colla regola di Dirichlet, si ha 


M(/) — 2 t: a 


/(o)l/« + ^/'(T)l/f — tJt , 


forinola nella quale l’espressione fra parentesi è quella che risulta dal trasformare l’in- 
tegrale 



mediante la regola d’integrazione per parti. Ammessa dunque la validità di tale trasfor- 
mazione, la quantità in discorso è rappresentata più semplicemente da 


M{t)z=z Tzab 


r mdr 
Jo 1 /^ 
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Ora, se in questa forinola si introduce Tipotesi (4), si trova 

M(t) = M, 

risultato il quale s'accorda perfettamente coll'ipotesi di una massa M distribuita tutta 
sul contorno del disco, poiché in tale ipotesi M(t) riesce per definizione indipendente 
da t ed eguale costantemente ad M. 

Sembrerebbe perciò preferibile usare, per la determinazione di hQ)j la formula 



tanto più che il valore di M(^), donde questa è dedotta, può essere stabilito diretta- 
mente. 

Osserviamo che, designando con le tre radici reali dell'equazione ^ = o, 

dove 

y"" 7 ^ 

l’espressione di V prende la forma elegante 

V— M. r ^ 

■“ ^ Jx, - XJ(X - /,) 


essendo la radice più grande) 
distribuita lungo Tellisse 


, e rappresenta la funzione potenziale d'una massa M 





ossia 


colla densità variabile 

^ 2T:ah 


Ponendo 0 = 2^ l’espressione (i) di V si riduce immediatamente alla forma 


(0. 

ossia 


yp’sen"<|/ + p’cos^i}; 


dove p è la media aritmetico-geometrica delle due quantità , p^. 
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Considerata come funzione di queste due variabili, Tespressione V soddisfa ad 
un'equazione alle derivate parziali, molto semplice ed elegante, che crediamo utile di 
stabilire. 

Per tal uopo incominciamo coll'osservare che, ove si assumano come coordinate 
di un punto dello spazio la longitudine 6> del piano condotto per esso e per l'asse 
delle e le radici <7^ dell’equazione 



dove ds è un elemento lineare arbitrario. Formando l’equazione di Laplace con que- 
ste coordinate 5 <^2 5 w e supponendo che la funzione F, cui essa si riferisce, sia in- 
dipendente da 6), si ha 



Ciò posto sostituiamo alle variabili le variabili 


, p, = ^ + 

Essendo 

A = A + A 

0<7, dp, ' ’ 

si ottiene subito 


P. = 

d d ò 


(M.N, + + ^) + A 

+ _ o. 


Di qui, sostituendo i valori di M^, M^, N^, ed esprimendo anche i coefficienti in 
funzione di p, , p^ , si deduce 



( 5 ), 
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dove per brevità si è posto 


,, dF , dF 
V = p,5^ + ?.5^ 


Quest’equazione (5)^ è quella in cui si trasforma l’equazione di Laplace quando 
la funzione potenziale F, appartenente ad un sistema simmetrico intorno all’asse delle 
si consideri come formata colle variabili p, , , di cui abbiamo già data al principio 

la definizione geometrica. 

Ora la funzione potenziale (i)^ deU’anello circolare è omogenea e del grado — 1 
rispetto a queste variabili: quindi per essa si ha 

,, , dU . dU _ 

e la precedente equazione (5)^ si riduce alla seguente : 


(5). 


a / dF\ a / ar\ 

^P, ” 5pz V'^''5p, )■ 


Tale è Tequazione alle derivate parziali che ci proponevamo di stabilire, e che 
differisce soltanto nella forma da quella che il sig. Borchardt ha dato alla fine della 
sua Memoria: Ueber das arithmetisch-geornetrisch Mitici nel t. LVIII del Journal flir 
die reine und angewandte Matheinatik. Quest’equazione non è, come si vede, che una 
trasformata delPequazione di Laplace. 

In virtù di essa Tespressione 


P 


(dF, ,dF, 


5p, 


) 


è un differenziale esatto. Ora ponendo 


F può mettersi sotto la forma 


p. = ^p.> 

u_ 

p. ’ 


F 


dove U è funzione soltanto di k; ed il precedente differenziale, trasformato dalle va- 
riabili Pj, alle variabili p,, diventa 



59] 


sull’attrazione di un anello circolare od ellittico. 


245 


4- = I. 

Quest’espressione può scriversi anche cosi 

-{- kUfJk - U), 

e la condizione perchè essa sia un differenziale esatto è quindi 




ossia è la nota equazione alle derivate del second’ordine cui soddisfanno i due inte- 
grali ellittici completi 






- /j’ sen’ tj; 




l/i — /e' ^ sen^ ^ 


Riponendo per k il suo valore, cioè 

k — , k' ~ , 

P. P. 

si trova che vi sono due distinte funzioni potenziali omogenee e del grado — i rispetto 
a p, e p,, cioè 


L Vfi' 


fi sen'^ ^ 


cos^ + P2 ^ 


prescindendo naturalmente da quelle che sono composte linearmente con queste due. 
La nostra funzione (1)^^ corrisponde alla seconda forma; ed è facile riconoscere a qual 
distribuzione di materia appartenga la funzione della prima forma. Infatti essa è finita 
e continua in tutto lo spazio, insieme colle sue derivate, ad eccezione dei punti pei 
quali pj = p^, cioè dei punti dell’asse delle D’altronde è noto che per valori di k 
prossimi aU’unità si ha 

r di ^ _ 

Jo ^ ^ k' ^ 

talché per punti prossimi all’asse delle x. si ha 


-/V 


?l sen^ ^ p, l/pj — P 
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Ma 



P' — Pi = 

quindi 

V = ^ log u 


2P. 

epperò 

lim(y-^\ : 

n^o \l0g U / 


-log^, 

Pi ^ a 
I 

“ ^ ■ 

Ne risulta che v h h funzione potenziale d’una massa disseminata lungo l’asse delle 
^ colla densità variabile 

_ I I 

^ ~ 4T ~ ’ 

K essendo la distanza dell’origine dal punto cui la densità g si riferisce. 

In virtù di questa proprietà il precedente valore di v non deve differire che nella 
forma dal seguente : 

_j_ 

L’equivalenza dei due valori di v si dimostra applicando dapprima a questo ultimo in- 
tegrale la trasformazione di i® grado, secondo le regole di Richelot *); nel qual 
modo si trova 


doè 


_j_ r de 

^ Jo A'sen’e a; 


cos’0 




4® 


dove ff è la media aritmetico-geometrica delle due quantità 


. Pi + Pi 


_ P. — Pi 


Ora se si osserva che l’identità, già stabilita, dei due valori (i)„ ed (1),; di F, è 
espressa da 

P~ d(p _ ^4; 

Jo — <yl sen’ 9 sen" 4^ -f cos’ 4» 


*) Cfr. Enneper, Elliptische FuncHonen (Halle 1876), pp. 25-26. 
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si riconosce subito che insieme con questa eguaglianza si deve avere anche quest’altra 




dò 


r=’/ ^ 




: sen’ 0 + < cos’ 0 sen" <1; ’ 

in virtù della quale rultimo valore trovato per v equivale al seguente : 


V = 


/ 






come appunto dovevasi dimostrare. La trasformazione dell’un integrale nell’altro risulta 
dunque dalla sovrapposizione di due, l’una lineare, l’altra di Landen, caso già consi- 
derato del resto da Richelot nella Memoria originale *). 


Fra i lavori che più diffusamente trattano deH’attrazione di un anello circolare si 
può citare quello di Plana nel t. XXIV delle Memorie della R. Accademia di Torino, 
lavoro di cui Todhunter dà un resoconto abbastanza esteso nel t. II della sua History 
of thè Theories of Attr action and thè Figure of thè Earth (London, 1873, pp. 414-424). 
In questo lavoro però l’autore non ha considerato di proposito la funzione potenziale 
dell’anello, ma si è occupato quasi esclusivamente delle componenti dell’attrazione, e 
però non ha avuto occasione nè di trovare le varie forme canoniche di F, dedotte 
nella presente Nota, nè di determinare la funzione associata W. 


Journal fùr die reine und angewandte Mathematik, t. XXXIV, pag. 23. 



LX. 

INTORNO AD UN TEOREMA DI ABEL E AD ALCUNE 
SUE APPLICAZIONI. 


JRendiconti del Heale Zstituto Zombardo, serie II, volume XIII (1880), pp. 327-J37. 


In una brevissima Nota di Abel *), risguardante un certo problema meccanico che 
comprende come caso particolare quello del tautocronismo, si trova un importantissimo 
teorema di calcolo integrale, il quale permette di determinare in molti casi la forma 
di una funzione contenuta sotto un integrale definito, quando sia dato il valore di 
questo integrale in funzione d’un parametro che entri neU’integrale stesso. 

Questo teorema è conosciutissimo ed è usato spesso sotto diverse forme, che di- 
pendono dalla diversa scelta della variabile d’integrazione. Ma mi sembra che d’ordi- 
nario non ne sia messa in luce l’indole vera e propria, e che anche la scelta della 
variabile non sia sempre fatta in modo rispondente allo scopo. 

Nella presente comunicazione mi propongo di chiarire la vera natura di quel teo- 
rema, presentandolo sotto una forma che si presta a risolvere simultaneamente due 
questioni interessanti, che sono in certo modo reciproche l’una dell’altra, e delle quali 
l’una venne già trattata dal sig. Schlómilch, mentre l’altra rimase, a quanto pare, 
insoluta. 

Consideriamo due funzioni 9(x) e legate fra loro dalla relazione 


(D 


f 9 (r sen 0)rf 6 = (r ) . 

t/ o 


Se, dopo aver posto r sen co in luogo di r, si moltiplicano ambi i membri per sen co d w 


*) CEuvres compVetes, t. I (1839), pag. 27. 
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e s^integra fra o e tt, si ottiene 

sencodco / 9 (f sen6sentó)^Z0 = / ij;(rsen6))senco^ 

0 •/ O •/ 0 


Cù . 


Consideriamo ora r, w e 6 come coordinate polari d’un punto, le cui coordinate orto- 
gonali cartesiane sieno 


X — r sen (o cos 6 , 
y z=L r sen o sen 6 , 


= r cos ( 0 , 

talché Torigine degli assi sia il polo, Tasse delle x. sia Tasse polare, co sia la distanza 
angolare del raggio vettore r da quest’asse e 6 sia la longitudine, contata dal piano 
meridiano Indichiamo inoltre con de un elemento della superficie sferica a che ha 
il centro nelTorigine ed il raggio uguale ad i. Per tali convenzioni è evidente che il 
primo membro delTequazione precedente equivale all’integrale 

G 

esteso a tutta quella metà della superficie a che giace dalla parte delle y positive. Ora 
se si chiama co' la distanza angolare del raggio r dall’asse positivo delle è chiaro 
che il precedente integrale equivale a quest’altro 



ossia a 




9 (r cos co') sen o/ d oj ' , 



Dunque dalla relazione (i) scaturisce necessariamente quest’ altra 


( 2 ) 


4» (r sen 6) sen 6 d ( 


Reciprocamente, da questa seconda relazione scaturisce necessariamente la prima. 
Infatti, ponendo per un momento 


r4(r) = J" = 
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la relazione (2) si può scrivere cosi 

J* O (f sen 9 ) i 0 = W (r) . 

Da questa equazione, che ha la stessa forma della (i), si deduce, col medesimo 
processo che ci ha condotto alla (2), 

J* ^(r)dr J" W(r sen 0) sen 0 d 6 , 

ossia, introducendo di nuovo le funzioni 9, 

2 L 

J /^r ^rsenO 

rij(r)dr = ir j sen ^ d^ j 9 (x) d x . 

0 o «/ o 

Ora, se si pone r sen ^ si ha 

f r'\i(r)dr — 2 r — f <o(x')dx, 

Jc J,yr —y Jo 


ed invertendo Tordine delie integrazioni 


ossia 


£ r’i^(r-)dr = 2 £ <f(ix)dx £ , 

j rii(r)dr = 2l 9 (x) 

«/ o *''0 


dx . 

Nulla qui opponendosi alla derivazione rispetto ad r, si ottiene da questa 

ossia finalmente, ponendo x = r sen 9 , 

ò(r)= f 9(rsen0)d9, 

J o 

relazione che coincide colla (i). 

Le relazioni (i) e (2) sono dunque fra loro equivalenti, ed in tale equivalenza 
parmi consistere il carattere essenziale della proposizione scoperta da Abel. Ordinaria- 
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mente [ed anche nello stesso scritto *) di Abel] si considera in luogo dell’equazione 
( 2 ) quella che se ne ricava colla derivazione rispetto ad r, ossia l’equazione 


= £ t}/(rsen6)senejeJ , 


dalla quale, eseguendo la derivazione indicata ed operando poscia un’integrazione per 
parti, si ottiene 

jr 

(2') T (0 = ” (^) "4" ^ J" ^'(rstnb)d^ 

È questa la formola che, stabilita di solito per altra via, si associa alla formola (i) e 
si considera come l’inversione di questa. Ma è chiaro che la deducibilità di quest’ul- 
tima equazione dalla (2) presuppone l’esistenza di proprietà della funzione ^ che non 
sono punto necessarie per la sussistenza dell’equazione (2). D’altronde è pure utile 
conoscere ed applicare quest’equazione, nè la (2') può in alcun caso esprimere pro- 
prietà che non sieno già contenute nella (2). 



Per fare un’applicazione delle formole precedenti, ricordiamo le espressioni 


( 3 ) 


(3i) 


J* cos (x sen 6) 9 =zz 7: (x) , 

J* sen (x sen 9 ) sen (x) , 


che definiscono le funzioni cilindriche di ordine x.^ro ed uno, funzioni legate fra loro 
dalla relazione evidente 

dIXx) 




dx 


Se nell’equazione (i) si pone 9(x) = cosx, si ha, (3), 


talché la (2) dà 


jL 

sen X =z X J* (x sen 6) sen 9 6 , 


*) Presso Abel, tale punto di vista era naturale, poiché la questione trattata richiedeva appunto 
di dedurre la forma della funzione 'p da un’equazione della forma (2'). 
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e la (2') 

7L 

cos X = I -f- X 7^(x sen 0) 7 0 . 

Si hanno dunque, 

scrivendo per semplicità 7(x) in luogo di 7^(x), le due formole 

(4) 

f 7(x sen 6) sen 6d6 = — — , 

t/o ^ 

(4j 



che sono in certo modo reciproche delle (3), (jj, poiché come queste esprimono le 
funzioni cilindriche 7, 7^ per integrali di funzioni circolari, cosi le (4), (4J esprimono 
le funzioni circolari per integrali di funzioni cilindriche. 

Coirajuto delle formolo (3), (3J e del teorema di Abel il signor Schlómilch ha 
ottenuto lo sviluppo di una funzione in serie di funzioni cilindriche d’ordine ^ero ed 
uno cogli argomenti 

x, 2 x, 3 X, ... . 

Coll’ajuto delle formole (4), (4J e del ricordato teorema si può analogamente otte- 
nere lo sviluppo di una funzione in serie trigonometrica, di seni o di coseni, cogli 
argomenti 

^:X, 

dove . sono le radici positive dì una delle equazioni trascendenti 

7(x) — o, 7'(x) = o, 7"(x) = o. 

Non sapendo che ciò sia già stato fatto, mostrerò come, ammessa la validità di 
questi ultimi sviluppi, se ne possano effettivamente determinare i coefficienti. 

Rammento innanzi tutto che se 7(x) è una funzione cilindrica d’ordine intero 
qualunque, si ha, dairequazione differenziale di questa funzione. 


(5) 


i: 


xl(a.x')l(h x')dx — 


I(a)r(b)b 


I(b)r{a)a 
■ b'- 


donde, facendo convergere b verso a, si deduce 



/(«)■ + /'(<•)■] , 


n essendo l’ordine della funzione. Se dunque a t h sono due 


radici positive distinte 
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delFuna o delF altra equazione 


si ha sempre 
ed inoltre 
nel primo caso, 


I(x) = o, /'(x) = o, 

I xl(ax^I(hx^dx = o, 

J Q 

f xl(axy dx = —Viaf 

J 0 ^ 

y xl{axydx — ^{i 


nel secondo caso. Ma in virtù della nota relazione 


si ha pure, nel primo caso 
e nel secondo 

Ne risulta che la formola 




£xl{axydx = X-[I(^ay + J, («ri, 

dove rappresenta la funzione cilindrica consecutiva ad /, si applica tanto al caso in 
cui a sia radice di /(x) = 0, quanto a quello in cui a sia radice di /'(x) = o. 

Conseguentemente, se la funzione /(x) ammette, neirintervallo fra o ed i, lo 
sviluppo 

( 6 ) f{x') = AJ{a^x)-^ AJ{a^x)-{- ••• =^AJ{a,^x), 

dove ... sono le radici positive delFuna o delF altra equazione / (x) = o, 

r (x) = o, i coefficienti A sono dati da 

e se Taltra funzione (x) ammette, nel detto intervallo, lo sviluppo 

( 6 ,) = + 

dove , . . . sono le radici positive delFuna 0 deir altra equazione / (x) = o, 
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7' (;c) = o, i coefficienti B sono dati da 

Ciò posto se nell'equazione (6) si sostituisce x sen 6 al posto di x. 
plica per sen 6 ^ 6 e s'integra fra o e — , si ottiene 


f f{x sen 6) sen 9 6 = ^ C I(^a^x sen 6) sen 9 
J o J a 

ossia, (4), 

(7) X f f(x sen 6) sen 9 i 9 = ^ — sen x . 

• t/ 0 


^i 9 . 


E parimente se nell’ equazione (6,) si sostituisce x sen 9 al posto di x, 
plica per d 9 e s’integra fra o e , si ottiene 


ossia, (4,), 
( 7 .) 

Poniamo ora 

( 8 ) 

( 8 .) 


I /j (x sen 6) ^ ^ sen 0 ) 9 ^ 

t/ o *■' o 

E. 

jr,2 JD 

X j j\ (^x sen 9 ) ^ 9 == * 

E 

X j f(x sen 9 ) sen ^ db = F(x) , 

•/ o 


^ f fi 6) ^ 9 zzi: (x) . 

«y 0 

Se neU’equazione (2) si pone ^(a^) =f(^x\ la detta equazione, in virti 

Tz ì 4 (a:) dx = F (x ) , 

J o 


donde 

epperò Tequazione (i) dà 


?W = — -P'Wj 

/(x) = — /’V(xsen6)d9. 

Jc 

Se invece nell'equazione (i) si pone (p(A) la detta equazione, 


indi si molti- 


indi si molti- 


delia (8), dà 


in virtù della 


6o] INTORNO AD UN TEOREMA DI ABEL E AD ALCUNE SUE APPLICA2IONI. 


255 


(8J, dà 


, ^ 2F,(x) 

H- (x) = — ^ , 


epperò l’equazione ( 2 ) si converte nella 


donde 


r/.«^'=vr Fj (x sen 6) d ( 
F' (x sen 6) sen 9 i 6 


Dunque i coefficienti ^ e F nei due sviluppi 


P(x) = '^-^stna„x, 


W = Z t' ~ 


sono determinati dalle formole 




f xl^{b^x)dx f Fj(x sen 6) senO rf 9 . 
2 V^^wy J «/ o »>' o 


Da queste espressioni dei coefficienti risulta che le funzioni F (x), F^ (x) non pos- 
sono supporsi costanti, neirintervallo fra o ed i, a meno che non sieno nulle. Di 
tale condizione (che si applica anche alle formole del signor Schlòmilch) è facile as- 
segnare la causa, osservando che per la natura degli sviluppi (6) e (6J, le funzioni 
/(x), /j(x) devono suppoi'si finite anche per x = o, talché le funzioni F(x), F^{x\ 
introdotte colle equazioni (8) e (8^), devono esser tali da annullarsi per x = o. 

Per fare un esempio semplicissimo, supponiamo F(x) = sen/ex, dove ^ è un 
numero qualunque non appartenente alla serie degli , . . . . In tale ipotesi si 

ha, (3), 

f F' (x sen ^')d^ = k f cos (k x sen 0)^/9 = tu è / (/e x) , 

*/ 0 V o 


epperò, (5), 
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ossia 


al — r 


J* xl(a^x)l(kx)dx 
se le sono radici di lix) = o, e 

£ xl(a„x)l(kx)dx = 

se esse sono radici di F (x) = o. Si ha dunque 

✓ N 7 7 r/’ 7 '\ x”" sen 2 X 

(io) scnkx = 2kI(k)XjJ^rzrY) 

quando le sono radici di /(x) = o, e 

(IO') 


senkx-2 — r(k-)y- 

OWll fv «A* — — Mt X y 


- k^) 


quando le sono radici di /' (x) = o. 

Cambiando neH’equazione (io) x in xsenO, moltiplicando per sen6£?9 ed inte- 
grando fra 0 e t:, si ha 

^ / sen x sen 6) sen 9 d! 9 

J sen (^k X sen 9) sen 9 d 9 2 kl(k) y , 


ossia, ( 3 ,), 

(lO 

od anche 


F(^kx) ^ 


/(è) -^/(«„)«-^;0- 
Di qui, facendo i ed integrando ambidue i membri fra. o e si ottiene 

iog/(^) = yiog(i--|), 

ossia, riponendo x in luogo di 

■■ ■■ 

Dunque la funzione cilindrica /(x) è il prodotto di tutti i fattori lineari 

, X 
I + — 
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corrispondenti alle radici deirequazione I(x) = 0 e presi nelFordine in cui si presen 
tano nella serie, senza intervento di alcun fattore estraneo (non annullantesi per alcun 
valore finito di x). 

Tenendo conto di questo fatto è agevole riconoscere che gli sviluppi, in serie (10), 
(il) collimano esattamente con quelli che si otterrebbero spezzando ciascuna delle 
frazioni 

scnkx 

(considerate come quozienti di funzioni intere di k) in frazioni semplici, corrispondenti 
ai singoli fattori lineari del denominatore; precisamente come avviene per gli sviluppi 
in serie di Fourier di sen kx e coskx^ rispetto alle frazioni 

sen^:x: coskx 

sen k TU ’ sen k tu 

Ci limitiamo ad accennare questo ravvicinamento, l’esatta discussione del quale 
richiederebbe troppo lungo discorso, e che rientra d’altronde in un campo di ricerche 
che speriamo di veder quanto prima illustrato da un esteso lavoro promessoci dal 
prof. Dini. 

Mostreremo invece, in una prossima Comunicazione, come si possano presentare 
i risultati precedenti in una forma più completa, e come si possano assegnare i mol- 
tiplicatori atti a separare i coefficienti nelle serie della forma (9), (9^^). 
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LXI. 

INTORNO AD ALCUNE SERIE TRIGONOMETRICHE. 


Rendiconti del Reale Istituto ILombardo, serie II, volume XIII (1880), pp. 402-413. 


Da quanto venne dimostrato nella Nota precedente [Atti del R. Istituto Lombardo, 
seduta del di 20 maggio 1880 *)] risulta che, designando con 

5 ^2 ) • • • J ? * * * 

le radici positive, disposte in ordine crescente, delFequazione trascendente 

7 (x) = o, 

e con 

^1 5 ^2 ? * • * 5 ? • • • 

le radici positive, pure disposte in ordine crescente, dell’ altra equazione trascendente 

r (x) = o, 

se due funzioni F{x\ F^(x)^ annuUantisi per x = o, sono rappresentabili, fra o ed i, 
dalle serie 


0 Serie II, voi. XIII, pp. 327-337; oppure queste Opere, volume III, pp. 248-257. 
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i coefficienti x^, sono dati dalle formole 

%al'(ay j^ xK^a^x^dxJ^ F'(xsenO)de, 

^”~TCF7(fyX F[(xsen^)seaQd^. 

Abbiamo scritto, nella seconda di queste espressioni, I(bJ in luogo di (J^), perchè, 
in virtù della relazione 

^AW = ^W + L(*). 

se è una radice positiva di T (x) = o, si ha 

/a) + 4(0 = 0. 


Ponendo 


donde 


xsen9 = y, 

Vx^-y^ 


i precedenti valori di a^, diventano 




ed invertendo Tordine delle integrazioni 




Se dunque si pone per un momento 
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si ha, in virtù delle già ammesse condizioni F(p) = o, F,(o) = o, 


(i«) 


Da queste nuove forme dei coefficienti a^, si riconosce immediatamente che le 
funzioni 


ih) 










sono i moltiplicatori dotati della proprietà di separare i coefficienti nella prima e, rispet- 
tivamente, nella seconda delle due serie (i). 

Per verificare questa proprietà e al tempo stesso per risalire alla sorgente di essa,, 
il che ci permetterà di eliminare le restrizioni cui sono subordinati gli sviluppi (i), con- 
sideriamo più generalmente le funzioni a due variabili 




0 ) 


e calcoliamone le derivate. 
Si ha in primo luogo 


p I(^uy)y dy 

I'(uy)dy 




Ma 

quindi 

o meglio 

(\) 


- X' w = • 


du Vy^ — x 




d<ù <P X 

^ , 

du u u 

d(M<p) 


d u 


= xui^ -|- /(2i)l/i — 


In secondo luogo si ha 

r l''iuy)ydy 

du X Vy" — x^ 
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Ma, per la natura della funzione /, sussiste la relazione 

r'(uy)uy r(uy) -f- I(uy)uy = o; 


quindi 


^ pi(uy)ydy x pr(uy')dy 
du ^y ^ — ^ Jx iy^ — x^ ^ 


o meglio 


^ = — 
du 


d(ui(i) 


— XU<f, 


Per calcolare le derivate di 9 e rispetto ad x, giova mutare la variabile d^inte- 
grazione, ponendo 

y = X cosh ^ , I = X cosh ri , 

donde 

il^-Ay— Al ^ — 


Si ottiene in tal modo 


r/— ■ 


X y I — X 


tp(x, u)—x J /(ifx cosh;) cosh 

u) = X f /'(^^xcosh;)^i$ . 
do 


Di qui si ricava 

C /(7i X cosh E) senh ^ “f- X T /'(?^x cosh^)cosh^S^^ -[- /(«^) j- 
ox Jq 


quindi 


/‘"O 

I I(ux cosh d senh ^ — 1 (u) senh 73 — ux j T (ux cosh senh^ ^ d ^ , 

J o do 

^^ = ux J* /'(wx cosh^)i^ -|“ -^0^) “f” 5 


Si ha finalmente 


0 0 xIOu) 

^ — U'h ■ ■ - = 

dx yi — x^ 


^ = C [/' (u X cosh -y P' (ux cosh x cosh ^]dl -j- x P (u') 

o X Jq 

ossia, in virtù dell’ equazione differenziale cui soddisfa la funzione I, 

^ = — ux f I(ux cosh V) cosh i di x 1' (u) , 

^ ^ Jo 
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vale a dire 

(2,) 


5^ 
d X 



Eliminando la funzione ^ fra le due equazioni (2J5 (2^, e la funzione <p fra le 
due equazioni (2^), (2J, si ottiene 

df d(uf) I(u) 

dx du ^/i — ’ 

, xFCu) 

X-~— V— + , ^ = O. 

ox du ‘ yi — 

Queste sono due equazioni a derivate parziali del primo ordine, lineari, cui sod- 
disfanno rispettivamente le due funzioni 9, e che le determinano completamente, se 
si aggiunge la condizione che queste due funzioni debbano annullarsi per :x: = i. In- 
fatti la prima equazione (3) equivale al sistema delle due equazioni differenziali ordinarie 



dalle quali si deduce 


d(xu) — o. 


d(u(D') 


I(u)du 


XU = OL^ 


U(f =z 



I(u')udu 




dove / è simbolo di funzione arbitraria. Ma, dovendo <p annullarsi per x=:i, cioè per 
u = oL^ qualunque sia a, la seconda equazione si riduce a 




I (y) vdv 

Ja Vv"" — ’ 


ossia, ponendo v = uy^ dove y è una nuova variabile, e ricordando essere oc =: xUy 

ri ivJyJ.y 

Jx if — x' 

Analogamente s’integra la seconda delle equazioni (3). 

Si possono anche ottenere due equazioni differenziali ordinarie di second’ordine, 
cui soddisfanno le funzioni 9, considerate come dipendenti dalla sola variabile jc; e 
sono le seguenti: 


(3j 


dx ' ^ ‘ l/i x"" ^ - 

^ (i-xy 


3 =0> 


xul(u) , xTCu') 


dx 


Vi 


L 


O . 


(I - xO 
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Cosi si possono formare due altre equazioni differenziali ordinarie di second’ordine, 
cui soddisfanno le anzidette due funzioni, considerate come dipendenti dalla sola varia- 
bile e sono: 

Ì -^ 4 - — ur(u))/i — — o, 

du\du) ^ ^ 

, , ,,, 

-j— ( - 4 - ul{u)xii — x^ — o. 
du\ du) ^ 

Abbiamo voluto stabilire tutte queste equazioni, perchè son quelle che dovrebbero 
servire di base ad uno studio completo delle due funzioni 9, Ma, per fattuale scopo 
nostro, ci basterà far uso delle due equazioni (2J, (2J. 

Da queste equazioni infatti, rispettivamente moltiplicate per sen v x, cos *1; x ed inte- 
grate fra o ed I, si deduce 

cckt-t <71 A/" /7 A/> -»/ f* ili ciar» m v /7 v Tr,A V 


K.dx — u J sent;x.<ix = o, 

<.dx-\-u J* (f cosvx.dx -^r (u)I(y') = Oj 


■ cos VX. dx 


ossia, eseguendo sui primi termini un’integrazione per parti, ed osservando che si ha 
^ = o per X = o, 

V I 9 cost/x. ix -f- ^ / ^senvx.dx -j- —I(u)r(v^ = 

Jo Jo ^ 

u ^ 9 cosL'x.ix -j- *1/ ^ scnv x.d x — r (ti)I(y) = o . 

Risolvendo queste equazioni rispetto ai due integrali, nell’ipotesi che le due quantità 
v'' non sieno eguali fra loro, si ottiene 


9 cos V X 


Tz I(u)V(y)v — I{y)r{u)u 

CLX — — ~ --2 >) 


r\ , TU r (^u)i(v)v — r(v)iCu)u 

/ 9 sen^;x.ax = ^ ^ ^ ■ ■ . 

Jo 2 u^ — v^ 


Facendo convergere v verso si ottiene 


f 9 cos ux.dx = — [/ (uy -f- r {uy\ 

J o 4 

y\stv,ux.àx = — ^ ^i(uy + r (uj + 


2 7 («)/'(«)' 
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Se dunque e sono due radici positive delFequazione /(:v) = o, si ha, ponendo 
% = v = a^: 

J <p (xj cos a^x.dx = o , 

(4.) { ° 

/ a^scna^x.dx — o; 


(jj 


/ ?(^5 aJcosa^x.dx = — , 

«/ 0 

^ Io o 


I sen a x.dx 


4 


Se invece e ‘y sono due radici positive deirequazione P (x) = 0, si ha, ponendo 

u — b ^ V h \ 

? n 


( 4 .) 


(50 


£ ?(^) i>Jcosb,,x.dx = o, 
£ K^5 b„)stnb^x.dx = o; 

f cp (.Y, cos b^x.dx = ^ ^ 

J 0 4 

f K) 

J 0 


(w ^ «) 


( sen è x.dx — — 




Di queste ultime quattro equazioni le prime tre sussistono anche quando fra le 
radici positive dell’equazione /'(x)=::o si conti la radice nulla. L’ultima equazione invece 
non sussiste per b^ = o, giacché il secondo membro della seconda equazione (5), per 
u = 0, si riduce a 



= o? 


e quindi, per = 0, l’equazione analoga alla seconda delle (5^) diventa un’identità. 

Le formole (4^), (4J, (5^), (j^), che avrebbero potuto essere stabilite direttamente, 
ma che abbiamo preferito dedurre dalle formole generali (4), ottenute alla loro volta 
dalle equazioni differenziali (2J, (2^) con un processo analogo a quello col quale si 
sogliono stabilire le formole per la separazione dei coefEcienti, mostrano senz’altro che 
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i moltiplicatori atti a separare i coefficienti A„, nelle quattro serie 

! A^ cos X -{- A^ cos X -j- • • • , 

A' sen a, X -i- A[ sen ax -f- • • • , 

+ 5 , cosb^x + B^cosb^x + • • • , 

B[ sen b^x sen b^x • 
sono rispettivamente i seguenti; 

4? (^5 «„) O 49 y 4'K^> 

ossia, (2j, (2,), 


49 (^> O 4 ^9(^> O 4 d']^(x, bj _ iKfiA) 

dx ’ ’ -KlibJ ■ 

Quindi, se le precedenti quattro serie rappresentano, fra o ed i, i valori di una fun- 
zione F(x'), i loro coefficienti sono rispettivamente determinati dalle formole seguenti: 


(6J 


4 

J F(x)(p(x, ajdx, 


— 4 

f i='(x)<j/(v, aJdx, 

J 0 



y* F(x)y(x, b;)dx, 

" -Kby . 

f F (x) (x, bjdx . 

j 0 


Con ciò è dimostrata la proprietà che si asserì per le funzioni (i^) rispetto alle 
serie (i), ed è al tempo stesso risoluto un problema più generale, rispetto alle serie ( 6 ). 

Il processo di ricerca che abbiamo testé seguito per giungere alla conoscenza dei 
moltiplicatori 90 ^, atti a separare i coefficienti nelle serie trigònometriche ordinate 
secondo le radici delle equazioni /(x) = o e r(x') — o^ si può applicare alle serie della 
forma 


(7) 
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\a^ + aj{x)-^aj{2x)+ ... 

BJ'{x)-^BJ'{ 2 x)-\ 


34 
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(per X compreso fra o e tc). Basta operare sulle formole del sig. Schlòmilch nel modo 
stesso in cui abbiamo operato dianzi su quelle della precedente Nota *). 

Si trova in tal modo che, ponendo 


( 8 ) 


Jx yy — X 


i moltiplicatori atti alla separazione dei coefficienti nelle serie ( 7 ) sono rispettivamente 


( 8 J 

Infatti si ha 



2n . 


I(mx)i'(^x)dx = —xCo) — m J r(mx)dx J 


1 / 3 ,^ 

. . r J rr(mx)dx 

= — IW — '^j y <^osny.dy J ^ 

ossia, ponendo x — y sen 9, 

JT 

I(mx)i' (^x)dx = — 7 ;(o) — m 1 ycosny.dy 1 V (my stn^')d^ . 
O t/o J o 

Ma, come si è veduto nella Nota precedente, si ha 


ed inoltre 


quindi 


Tf r i\\ cos my — I 

I /(wvsen6)J9 = 1 , 

t/o my ^ 

cosnydy; 

O 

/*7r 

I^mx^x' i^)dx = — J cosmy cosnydy . 


*) Le citate formole del signor Schlòmilch si trovano nell’ultimo 5 della sua Memoria Uher àie 
Bessel sche Funktion nel t. II dello Zeitschrift fùr Mathematik und Physik (1857), pag. 137. 
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Di qui risultano le formole seguenti: 



0 

II 

AV 

(8J 

jy* I(nx)£{x)dx = — ^ 

(» > 0), 


j I{nx^£(x)dx = — TU 
[ Jo 

(« = 0), 


le quali dimostrano Tannunciaca proprietà della prima delle due espressioni (8^). 

Per dimostrare Tanaloga proprietà rispetto alla seconda espressione, basta osservare 
che si ha 

/ ^[^(^^)x(^)] = x(o), 

t/ 0 

e che quindi, per n'^ o, si ha, qualunque sia w, 


I I(?nx')’i' (^x^dx m j F {m xyi(x') i :> 

i/o *J o 


O. 


Da questa relazione, combinata colle formole (8J, si deduce 


(8.) 



(m g n\ 


formole che dimostrano la proprietà suddetta. 

Si può dunque concludere che se una funzione F(x) è rappresentabile, fra o e tc, 
dalle serie (7), i coefEcienti di queste sono rispettivamente determinati dalle formole 


(8.) A = B„ = ^£Fix')xQx)dx. 

La funzione x(^) soddisfa alla seguente equazione differenziale del second’ordine 


(9) 


d^Y dy 
dx^ dx 


+ «'^X + 


cos n TU 
(n^ - 


la quale può essere trasformata in molti modi. Per esempio, ponendo 


= 3;, essa 
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diventa 

Ì9a) 




+ 


COSft'K 




O. 


Inoltre, scrivendo la (9) nel modo seguente 


e ponendo 



dove ^ è una nuova funzione, essa si converte in quest’ altra: 


d . I d^ 


ir 

l X ( 


+ 




‘ X dx ^ ^ Y> 

Ne consegue che se è un integrale dell’equazione 

costi 7 : 


cos niz “1 


(9.) 

la funzione 


^ _l 

àt ^ t ài + 

. . d:3(nx) 


= 0 , 


è un integrale dell’equazione (5). È evidente l’analogia dell’equazione (9^) con quella 
della funzione cilindrica d’ordine zero. 


Lxn. 
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UTemorie delVJLccademia delle Scienze deWlatituto di JSologna, serie IV, tomo I (1880), pp. 573-616. 


Come già osservò il non mai abbastanza rimpianto collega nostro Domenico Chelini, 
nella sua egregia Memoria Della legge onde un ellissoide eterogeneo propaga la sua attra- 
zione *), le molteplici soluzioni date dai geometri al classico problema dell’ attrazione 
degli ellissoidi si possono distinguere in dirette ed indirette. Dirette furono naturalmente 
le soluzioni più antiche (di Legendre, Laplace, Poisson, etc.), come quelle che, intra- 
prese quando non era ancora sufEcientemente chiarita la teoria generale delFattrazione 
newtoniana, dovevano necessariamente risolversi in procedimenti, più o meno complicati, 
d’integrazione. Che se più tardi vennero proposte nuove soluzioni dello stesso genere, 
fra le quali mirabile è quella di Dirichlet, che ha dato origine a tante e cosi belle 
ricerche, si può affermare che esse hanno arricchito di nuovi e poderosi stromenti il 
calcolo integrale, più che non abbiano promossa la teoria delFattrazione degli ellissoidi, 
in sè stessa considerata. All’incontro le soluzioni indirette di Ivory e di Gauss hanno 
grandemente contribuito a svelarne Fintima natura, e le belle ricerche di Chasles Fhanno 
illuminata per guisa da non lasciarne quasi più alcuna parte nell’ombra. 

Con tutto ciò l’argomento è lungi dall’essere esaurito. Anche prescindendo dalla 
possibilità di applicare i risultati già noti a sistemi ellissoidali diversi da quelli che vennero 
fin qui considerati, è certo che l’esposizione della teoria di cui parliamo presenta ancora 
adesso alcune difficoltà, le quali sono attestate dai tentativi stessi che si fanno ogni 
giorno per perfezionarla e per renderla di più agevole accesso. Per non parlare che di 


') Memorie deirAccademia delle Scienze di Bologna, serie II, volume I (1862), pag. 3. 
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lavori italiani, mi basti accennare la già citata Memoria del Chelini, relegante metodo 
esposto dal Betti nella sua Monografia del 1865 sulle forze newtoniane e riprodotto 
con maggiori svolgimenti nella sua recente Opera sullo stesso soggetto *) e le impor- 
tanti ricerche del prof. Dmi **). Non farà dunque meraviglia ch'io pure proponga un 
nuovo metodo per trattare il problema in discorso, metodo il quale non solo appartiene 
alla classe degli indiretti, ma si può anzi dire il più indiretto possibile, perchè ogni 
operazione d'effettiva integrazione ne è interamente eliminata. Questo metodo si fonda 
sull'uso delle coordinate ellittiche, il quale, mentre è ornai famigliare a chiunque sia 
appena mezzanamente versato negli studi matematici, non è mai stato direttamente 
invocato come base della ricerca, ed è pur nondimeno, a mio credere, non solo giusti- 
ficato, ma suggerito spontaneamente dal fatto che in ogni questione di fisica matematica 
giova introdurre, fin dal principio, quel sistema di variabili che meglio risponde alle 
condizioni geometriche della questione stessa. Si vedrà infatti che con queste coordinate 
la deduzione delle formole generali per l’attrazione degli ellissoidi riesce speditissima. 

Il metodo qui tenuto potrebbe servire eziandio alla trattazione di problemi analoghi 
per l'iperboloide: ma io non sono entrato in cotesto campo, ed ho preferito invece 
dare uno svolgimento abbastanza completo alla teoria dei sistemi ellissoidali, compren- 
dendovi alcune distribuzioni di massa che non sono state ancora considerate e che dànno 
luogo tuttavia a risultati molto semplici. 

Una sola osservazione debbo aggiungere, per opportuna norma del lettore. Il citato 
scritto del Dini mette in evidenza la necessità di completare le dimostrazioni ordinarie, 
quando si vogliano assumere, per rappresentare le densità od altro, funzioni della specie 
più generale fra quelle per le quali le formole da dimostrarsi conservano il loro signi- 
ficato. Per non deviare troppo dal mio scopo principale, io non mi sono addentrato 
in questo genere di considerazioni, cosicché le funzioni indeterminate che s’incontreranno 
nel seguito debbono senz'altro ritenersi dotate (oltreché dei caratteri esplicitamente dichia- 
rati) di tutti quelli, come l’integrabilità, la derivabilità, od altro, che sono necessari per 
la legittimità delle operazioni eseguite sovr’esse. L’unico modo di evitare le complicazioni 
risultanti dalla rimozione a priori di questi vincoli é appunto quello di cui ha dato 
l’esempio il prof. Bini, cioè di riprendere in esame i singoli risultati ottenuti coi metodi 
ordinari e di stabilire, volta per volta, il grado di generalità delle funzioni indeterminate 
che vi figurano. 


*) Teorica delle forT^e newtoniane, etc. Pisa, 1879. 

**) Atti della R. Accademia dei Lincei, s. II, voi. II (1874-75), pag. 689. 
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§ L — Forinole preliminari. 

È noto che le tre radici dell’equazione in 1 


sono reali e, supponendo a'^ b"^ limitate nel modo seguente 
È noto inoltre che, ponendo 




(i = I, 2 , 3 ), 


dove 9 è una funzione qualunque di a^ e dove f(\) è il valore che prende 

f' (X) per X =: “X. , cioè 

/(À.) = (\-\)G.-V> •••• 

Propriamente delle tre quantità 

F(\), F(\), F(>,) 

la prima e la terza sono positive, mentre la seconda è negativa, cosicché d ordinario 
si modifica la precedente formola (i) introducendovi j/ — P(\) invece di l/P(\)3 
nel qual modo il secondo termine della formola, cioè il termine corrispondente ad i =2, 
acquista segno negativo. Ma per lo scopo nostro è preferibile tenere sotto la forma 
precedente, nella quale la simmetria è perfetta e nella quale d’altronde 1 immaginarietà 
non è che apparente. 

Ciò premesso assumiamo per 9 una funzione qualunque dell argomento 

[A = A/(X), 

dove le quantità X e A sono da considerarsi, per ora, come parametri, indipendenti 
dalle variabili X^ , X^ , X^ . In tale ipotesi si trova facilmente 

^ i/rTirl - 
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e quindi 


Ora dalla teoria delle frazioni razionali si hanno le due identità 


F'(\) 

m 


(x-a,)/OD ’ 

FQ-) - , , V- F(i;) 

dalla seconda delle quali, derivata rispetto a a, si deduce quest’altra identità 

^ [Fm _ V Fc\) 
axL/(x)J 

si ha dunque 

r- . ^ j 


A ? = - 4 (f^-) ^ — 2 ?' (f^-) ^ W • 

Se fra i due parametri X e A si pone la relazione 


vale a dire se si assume 

(2) r- = 

la precedente espressione di diventa 


AF(X) = I, 

m) 


■F(X)’ 


o, più semplicemente, 


A? = 4 


0* y 'CO _ 9' (p-) F'Ci) 


dx 


2 FCX) 


7 




\ /-j 

Quindi, supponendo che la quantità ^'([a) si mantenga finita per ^= 00 , cioè per 
. = I, si ha 

r ^fMd\ = — 4jp'(p) 

j, VF(i) t/f (X) • 

u — C y Cp) ^ 

Jx ■ 

rispetto alle variabili X^, X^, Tequazione (3) equi- 


Poniamo ora 

ie il limite inferiore X è costante 
ale a quest’ altra 

3a) 


A 

VFO.-) 
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Se invece il detto limite è funzione delle variabili, Tespressione di è differente. Per 
non deviare dallo scopo nostro, supponiamo che il limite inferiore \ delFintegrale U 
sia uguale a supponiamo cioè che si abbia 


In tale ipotesi si ha 


=x 


a u_ r 




5 9 (p-) à A 


<p(o) 


a 


à\ ^/F(\y 

di 


mentre per i = 2, 3 si ha invece 


I 

3 


epperò, (i), 

Ma 

donde 

quindi 


XK'wsl-XAW'w]*. 


FQ.) 

L “ n\) ’ 


A U 


= 

Jx, 


A y(F) , 


, 4?'(o) 

1/FG) ^iF(iy 

Ora l’equazione (3), che vale qualunque sia il limite inferiore \ dà, per \z=\^, 

r \9(.rì j-, _ 4?'(o) . 

I, vm ~ vm ’ 

dunque, in questa stessa ipotesi X — X^, sì ha 

(3.) A,C 7 = o. 

Quando dunque il limite X dell’integrale U è uguale a X^ , Uè una funzione di 
X^, X^, X, che soddisfa all’equazione di Laplace. Quando invece il detto limite è costante. 
Uè ancora una funzione di X^, X^, X^, ma questa funzione soddisfa airequazione (3J, 
il cui secondo membro dipende dalle variabili e dal valor costante del limite. 


BELTRAMI, tOmO IH. 
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Stabiliamo, per semplicità, che il valore costante del limite inferiore X sia lo zero 
e designiamo con il valore p. corrispondente a X = o. Ponendo in tale ipotesi 


cioè 

(4) 


V= izabcU, 


Tzahc 


’ 9(p*) dX 


1 /fw ’ 


possiamo concludere che questa funzione V ha le proprietà seguenti: 
1° Se vi si pone il limite inferiore X = X^ , si ha 

Ui) A,r = o; 

2 ° Se vi si pone il detto limite X = o, si ha 

(4J — 


§ IL — Funzione potenziale d"un ellissoide stratificato omoteticamente. 

Veniamo ora alFinterpretazione dei risultati precedenti dal punto di vista della teoria 
del potenziale. 

Essendo X^, X^, X^ le radici deirequazione in X 

X + X + X ’ 
ed avendo p- il valore (2), ha luogo Tidentità 

'V^ 

(5) 2 

donde 

(5o) 


fx = I — 


— 1~ “k —j— k — |— k ^ 


t"o = 1 — 


b^ 




Quest’ultima equazione rappresenta la superfìcie d’un ellissoide i cui semi-assi sono 


!^c> 

e che è quindi omotetico' *) a quello, che per brevità designeremo con la cui super- 


*) Per brevità diciamo omotetico invece di omotetico e concentrico. Avremo occasione più tardi di 
considerare ellissoidi omotetici ma non concentrici; sarà sempre facile al lettore di rilevare il senso 
esatto della frase. 
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fide è rappresentata dairequazione = o, doè 


x"" 

a" 


+ -|r + 



I . 


In base a quanto precede, la funzione 


(4„) 


= Tzahc 



9 ([a) d 1 


che soddisfa all’equazione differenziale (4J, possiede una delle proprietà caratteristiche 
della funzione potenziale interna d’una massa stratificata per ellissoidi omotetici alfellissoide 
in guisa che allo strato individuato dal valore del parametro che entra neU’equa- 
zione (5 q) corrisponda la densità 


(0 

Affinchè Taltra funzione 

(4j 


^ = ?'(P-o)- 


V, 



cp (fjt.) d 1 


che soddisfa airequazione di Laplace, possa essere la funzione potenziale esterna della 
stessa massa, bisogna innanzi tutto che quando il punto esterno (X^ , X^ , X,) si accosta 
alla superficie terminale di questa massa, la variabile X^ , che funge anche da limite 
inferiore, tenda verso zero, giacché altrimenti le due funzioni e non avrebbero 
gli stessi valori sulle due faccie della detta superficie. Dunque la superficie terminale 
della massa dev’essere quella deU’ellissoide £*, il quale appartiene tanto alla serie degli 
ellissoidi omofocali (X^) quanto a quella degli ellissoidi omotetici 

È da osservare che le limitazioni relative ai valori delle variabili X^ , X^ , X^ dànno 

X — X^ <X + ri, X — X^<X + &% + 

talché le tre frazioni 

X ^ X ^ X — X ^ X — X3 

X ’ X + F ’ X a" 

sono positive e minori dell’unità se i loro termini sono positivi. Ora il denominatore 
della prima frazione e ambidue i termini delle altre due sono sempre positivi per X^o. 
Quanto al numeratore della prima frazione, X — X^ , esso non diventa mai negativo 
nei due integrali e F , perchè nel primo integrale il valore costante di X^ è neces- 
sariamente negativo (come quello che si riferisce ad un punto interno ad £) mentre 
il valor variabile di X è sempre positivo; e nel secondo integrale il valor costante di 
Xj è bensì positivo (come quello che si riferisce ad un punto esterno ad £"), ma è 
sempre superato dal valor variabile di X. Dunque tanto nell’uno quanto nell’altro inte- 
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graie la quantità [jl, che è il prodotto delle tre frazioni precedenti, non esce mai dall’in- 
tervallo fra o ed I, epperò qualunque sia la legge con cui varia la densità da 

strato a strato (purché sia rappresentabile da una funzione suscettibile d’integrazione) 
è sempre possibile determinare la funzione <p(p-) che le corrisponde. 

Cerchiamo ora il limite del prodotto 


quando il punto (x, si allontana indefinitamente. Scrivendo l’equazione dell’ellis- 

soide sotto la forma 


X 


+ 


+ 





= 1 


si riconosce immediatamente che il rapporto 


I ^ 

^ + - 


+ 3,' + 

tende all’unità coll’indefinito allontanarsi del punto (x, y, :(). Invece del limite sopraddetto 
si può dunque considerare quello del prodotto per = 00. Ora, ponendo 

= )t Xj , dove X è una nuova variabile, si trova 




TU 


abc 


<p (p.) d X 


dove 




p.= 


epperò 


(x — i)( 





-) 



A)x.=» = 

Indicando con M il limite cercato e ponendo 


si ha quindi 
( 7 ) 


I 

X. 


rmM. 

Jo fi — fX 
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Se questa quantità M è finita, come supporremo, essa deve coincidere colla quantità 
totale di materia cui è dovuta la funzione potenziale F. 

D’altronde, essendo 

j^abcCi — 

il volume dell’ellissoide (p.^), è 

2 7:abcl/i — 

il volume dello strato compreso fra esso e Tellissoide omotetico contiguo (p.^ -f- ^ p^) ; 
dunque la quantità totale della materia di densità variabile (6) che riempie l’ellissoide 
£ è data da 

2 'Kahc 

ossia, scrivendo p in luogo di p^ ed integrando per parti, 

^ ah c f — 2'Kabc<f(^ó) , 

Il confronto di quest’espressione colla (7) mostra che, se non è 9(0) = o, vi deve 
essere una porzione 

( 7 q ) m iTz ahc(f(o) 



della massa totale M non distribuita nel modo che fin qui si è supposto. 

Per ispiegare questo fatto, consideriamo le derivate della funzione V, Dando uno 
spostamento infinitesimo al punto, interno od esterno ad jfi, cui si riferiscono le due 
funzioni T , si ha 

òV = t: ab c I o p , 

” Jo rF(x) 


sr, = Tzabc f 


1/F(X) 


t: ab c 




Ma chiamando la projezione del detto spostamento sulla normale esterna airellissoide 
(X J nel punto cui lo spostamento si riferisce, e la distanza del centro dal piano 
tangente all’ ellissoide anzidetto nel punto stesso, si ha 


talché si può scrivere 


SXj = 2jf?S w. 


^ F^ = %abc 






^ p- — 2 ':ir 


abc 


(s^{ 6 )p^n 
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Da questo valore, confrontato con quello di risulta che, per = o, le derivate 

di e di Fj prese in ogni direzione tangente all’ ellissoide E coincidono fra loro, 
mentre quelle prese nella direzione normale differiscono fra loro di — 2 9 (o)p, talché 


si ha 


dn^ ' dn^ 


— 2 7tflp(o)j), 


n , essendo le direzioni delle normali, interna ed esterna, erette in quel punto della 
superficie dell’ellissoide E nel quale il piano tangente ha la distanza p dal centro. Dunque 
alla superficie del detto ellissoide esiste una distribuzione di materia, la cui densità 
superficiale è data da 


La massa totale di questa distribuzione è 


J* 9(0) J^pda^ 


dove d(j è nn elemento di superficie dell’ellissoide £*, e l’integrazione s’estende a tutta 
la superficie. E siccome l’integrale p d cr rappresenta evidentemente il triplo del volume 
dell’ellissoide cosi si ha 

J* hdG ==: 27 :abc(f(o) = m. 


Dunque la massa m, che si deve aggiungere a quella stratificata omoteticamente 
nell’ellissoide E, per costituire la massa M cui è dovuta la funzione potenziale F, tro- 
vasi distribuita sulla superficie dello stesso ellissoide colla densità variabile (6J *). 


§ III. — Funzione potenziale d’uno strato ellissoidale in equilibrio. 

Si può facilmente separare la parte della funzione potenziale F che spetta alla di- 
stribuzione superficiale di massa m. Infatti, rappresentando con k la densità variabile 
della distribuzione a tre dimensioni e ponendo 

([;.)= f è (fA) ^ip. = (p ((;.) — <p(o), 

donde 

= K‘^) = o, 


*) Propriamente non si sono in questo § verificate tutte le proprietà caratteristiche della funzione 
potenziale : ma abbiamo, per brevità, omessi tutti gli svolgimenti che non sono peculiari al metodo qui 
tenuto e che si possono fare nel modo ordinario. 
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si può, in luogo di 

scrivere 

V = 

ovvero, ( 7 J, 

La funzione 


Jx VF(1) ^ 
v^.abc rmB 

.A VFCk-) 


dX 


1/F(X) ’ 


1/F(X) • 


rappresenta in tal modo la funzione potenziale della massa 


M — m 


■=nzahc I 

<•0 


Stratificata omoteticamente nelFellissoide E, colla densità variabile 

k = f (p-o); 

dx 


mentre la funzione 

( 8 ) 


m 

~~Jx 




rappresenta la funzione potenziale della massa m distribuita alla superficie deirellissoide 
Ej colla densità variabile [( 6 ^), (yj] 


(8o) 


h = 


m p 

^Tzabc 


Naturalmente si deve porre, tanto in u quanto in v, il limite inferiore 1 = 1^ pei 
punti esterni e = o pei punti interni aU’ellissoide E, 

La funzione u è costante pei punti posti alla superficie deirellissoide E e pei punti 
interni, cosicché la massa m, cui essa è dovuta, è distribuita in equilibrio sulla detta 
superficie, e le superficie di livello esterne, relative a tale distribuzione, sono quelle degli 
ellissoidi omofocali ed esterni ad E. 

Indicando con la projezione sulla normale interna all’ellissoide ([/-J di uno spo- 
stamento infinitesimo qualunque del punto in cui è eretta la normale stessa, si ha 

2^n 

dove ^ è la distanza del centro dal piano tangente nel detto punto e ^ p-o ^ 

parametro dell’ellissoide omotetico che passa per il punto dopo lo spostamento. Per 
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' f^o = o si ha, (8 

27 :ahc 

epperò, designando con e un infinitesimo e ponendo 


2 T^abcs ’ 


si può dire che la distribuzione superficiale di densità variabile h sull’ ellissoide E eq^ui- 
vale ad una distribuzione uniforme della massa m neirinvolucro omotetico infinitamente 
sottile compreso fra Tellissoide E = o) e Tellissoide = s), distribuzione la cui 
densità costante è infinitamente grande se m è quantità finita. 

In virtù di tale equivalenza sparisce ogni essenziale differenza di natura fra le di- 
stribuzioni delle due masse M — m ed m: quest’ ultima si può considerare come for- 
mante uno strato omotetico elementare, che circonda tutti gli strati elementari onde si 
compone la massa M — m. Il solo divario è che la massa di questo strato terminale è 
finita anziché infinitesimale. 

Le proprietà della distribuzione ellissoidale in equilibrio sono notissime : è tuttavia 
necessario che ci tratteniamo alcun poco sovr’esse, in vista delle applicazioni che do- 
vremo farne più tardi. 

Poiché le superficie degli ellissoidi omofocali (Xf) sono superficie di livello rispetto 
alla massa w, distribuita in equilibrio sull’ellissoide Ej questa massa può essere riportata, 
con parità di funzione potenziale esterna, sopra una qualunque di queste superficie omo- 
focali, si esterne che interne a quella delPellissoide E. La legge della densità, per cia- 
scuno di tali riporti, é sempre quella espressa dalla forinola (8^J; vale a dire che de- 
signando con 

b’, c', P', h' 

quantità analoghe alle 

a, b, c, py h 

per uno qualunque dei detti ellissoidi omofocali, si ha sempre 

h' = 

ovvero, indicando con 3;, le coordinate del punto di densità h\ 


m 


(/ 
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od anche 


41^ a' y 4-^) + 

in causa della relazione identica 



5 




+ ^4- I. 
~ Lt2 ~ J 1 


Questo valore di h si conserva finito e determinato anche quando Fellissoide omofocale 
che si considera è Yellissoide limite, cioè la superficie dell’ ellisse focale e contata due 
volte, che corrisponde al valor limite \ = — c\ Per questo ellissoide limite si ha 

— = b'^ = F — c^ = B% c' = o 

e quindi 


h' 


m 


4 .% AB 



x"- 


B^ 


? 


o meglio, considerando come una superficie materiale unica 
focale, 


(8.) 

dove 




m 

iizAB^v^ ^ 



le 


due faccie delfellisse 


Si può verificare facilmente che questo valore di h' è identico a quello che si de- 
duce direttamente dalla stessa funzione potenziale u. Infatti scrivendo dapprima in- 
vece di r"" -j- X nelfespressione (8) e formando la derivata rispetto a 


indi osservando che si ha 


du du 5Xj 

d7i dXj ’ 


1- ^ 

lim = ih , 
1,^0 -/y. 


dove il segno ih è lo stesso di quello dell’ordinata quando questa tende verso zero 
insieme con X^ , si ottiene 



282 


SULLA TEORIA DELL’ATTRAZIONE DEGLI ELLISSOIDI. 


[62 


epperò 


/du\ /du\ 


2 m 

ABi^ 



h\ 


Questa distribuzione in equilibrio della massa m sulla superficie dell’ellisse focale è 
evidentemente omotetica. Essendo %AB{i — x.) l’area dell’ellisse omotetica di parame- 
tro Xj la massa elementare compresa fra le ellissi (x) e (x -f- rix) è 

. r)7, j mix 
'izABbay. = — — = wayx, 

2yx 

epperò la massa finita compresa fra il contorno dell’ellisse focale e (y, — ó) e quello 

deU’ellisse omotetica (x) è data da 

(8 J — m l/x . 

Questa quantità tende a zero con x, quantunque la densità sia infinita per x = 0. 


§ IV. — Funzione potenziale d’un involucro ellissoidale omotetico. 


Abbiamo supposto, nel § II, che la massa M riempiesse tutto l’ellissoide E. Questa 
supposizione può essere facilmente rimossa e sostituita da quella che la detta massa 
occupi soltanto un involucro omotetico, per esempio quello compreso fra l’ellissoide 
= o) e l’ellissoide interno = p/ <C i)- Basta immaginare che la funzione 
<p(p-) sia variabile soltanto fra i limiti p = o e p = p/, e sia invece costante, e pre- 
cisamente uguale a 9(p-')5 fra i limiti p. = p/ e p.= i. Introducendo tale ipotesi nelle 
espressioni (4^) e (4J, esse convengono senz’altro al caso del detto involucro. 

Ma se si vuole francarsi da ogni sottinteso, si modificheranno le suddette espres- 
sioni nel modo seguente. 

Indichiamo con V la radice maggiore dell’equazione p = p/, cioè dell’equazione 


(9) 


\ -f- X + X • 


Ogni valore di X maggiore di X' rende evidentemente il secondo membro maggiore del 
primo, e corrisponde quindi a valori di p compresi fra p/ ed i, cioè a valori di ?(p) 
costanti ed uguali a 9(p'). Ora per ogni punto (x, jy, :() esterno ad E la quantità 
X' riesce evidentemente maggiore di X^ : scomponendo quindi l’integrale in due, 
l’uno esteso da X^ a X', l’altro da X' a 00, si ha 




:abc 




di 
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quale funzione potenziale dell’involucro omotetico nello spazio infinito esterno ad esso. 
Per ogni punto (x, y, ;() appartenente all’involucro, stesso la quantità X' riesce maggiore 
di 0, perchè per >, = o l’equazione (p) rappresenta la superficie interna defi’involucro : 
scomponendo dunque l’integrale in due, l’uno esteso da o a X', l’altro da X' a 00, 
si ha 




quale funzione potenziale dell’involucro omotetico nello spazio occupato da esso. Final- 
mente per ogni punto (x, y, :() della cavità interna la quantità V riesce evidentemente 
negativa, epperò 



è la funzione potenziale delPinvolucro omotetico nella cavità suddetta. Questo valore 
di è costante, d’accordo colla già ricordata proprietà degli involucri omotetici ele- 
mentari, ossia delle distribuzioni ellissoidali in equilibrio (§ III). 


§ V. — Intorno ad alcune altre distribuzioni ellissoidali. 

Ponendo 9 = k y. nelle formole del § II si ottiene la funzione potenziale d’un 

ellissoide omogeneo, di densità k, senza distribuzione addizionale alla superficie. Questa 
funzione può scriversi cosi: 

V=:^MU, 

dove M è la massa totale ed 



il limite inferiore 1 essendo uguale a o od a secondo che il punto y, :() è in- 
terno od esterno. 

Questa funzione V può servire al calcolo della funzione potenziale d’uno strato 
ellissoidale limitato da due ellissoidi infinitamente vicini dd tutto arbitrartj e quindi, 
coll’integrazione, al calcolo della funzione potenziale d’un involucro eterogeneo stratificato 
per ellissoidi succedentisi con una legge qualunque. 

Sarebbe facile stabilire delle formole generali fondate su questo concetto, ma sic- 
come esse riuscirebbero alquanto complicate, mentre nei singoli casi particolari si pre- 
sentano quasi sempre delle semplificazioni, cosi preferiamo accennare qualche applica- 
zione del detto principio. 
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Considerando dapprima il caso dei punti esterni, nel quale la funzione U diventa 



WW’ 


osserviamo che^ se in luogo di 1 si scrive \ X', dove 

e se si pone 

+ V = = 

Tintegrale U^y senza cambiare di valore, acquista la forma che avrebbe avuta ab initio 
se Tellissoide omogeneo, invece d’essere quello di semi-assi Cy fosse stato quello 

di semi-assi a\ J', c\ fosse stato, cioè, uno qualunque degli ellissoidi omofocali al pri- 
mitivo pei quali il punto (x^ ^ è ancora punto esterno. Dunque la funzione poten- 

ziale esterna d’una massa M è la stessa, qualunque sia Tellissoide omofocale in cui 
questa massa è distribuita uniformemente, teorema celebre, di cui le prime traccie ri- 
salgono a Maclaurin e che può essere ulteriormente generalizzato (§ VI). 

Da questo teorema si deduce molto facilmente che la funzione potenziale esterna 
d^una massa M, distribuita uniformemente neH’involucro formato da due ellissoidi omo- 
focali, è indipendente dalla scelta di questi due ellissoidi; e di qui risulta nuovamente 
che se tale involucro, invece d’essere omogeneo, avesse una densità variabile per strati 
omofocali, la sua funzione potenziale esterna sarebbe ancora indipendente dalla legge 
di variazione della densità e dipenderebbe soltanto, per un dato punto esterno, dalla 
massa totale, proprietà che vale naturalmente anche nel caso d’un ellissoide pieno. Dunque 
la stratificazione omofocale non dà luogo, rispetto all’azione esterna, ad alcuna consi- 
derazione speciale. 

Merita però d’essere menzionato il caso dell’involucro omofocale infinitamente sot- 
tile, che supporremo essere quello compreso fra l’ellissoide Ey di parametro — o, e 
l’ellissoide omofocale infinitamente vicino, di parametro = La massa totale m di 
questo strato è data, per X = o, da 

cioè da 

La densità variabile h di quella distribuzione di tal massa m sulla superficie dell’ellissoide 
Ey nella quale ogni elemento di superficie riceve tutta la massa che gli sovraincombe 
normalmente, è data da h = k^Uy dove S n è lo spessore dello strato nel posto che 
si considera; essendosi già trovata nel § II la relazione Sx = si può quindi 
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porre 



Queste due quantità m eà h sono infinitesime se k è quantità finita, e sono finite se 
h è infinitamente grande deU’ordine di ^ . Eliminando S X fra le loro espressioni, si ha 


h = 


3 m 




ossia 


3 m 


h = 


y ^4 I ì ^4 


4.7:abc I , I . I 

+ + 


dove X, X. sono le coordinate di quel punto della superficie cui si riferisce la densità 
superficiale h. In virtù di quanto precede, la funzione potenziale esterna d’una massa 
Mj distribuita colla densità variabile h sulla superficie deU’ellissoide E, è identica a quella 
d'un’egual massa distribuita per istrati omofocali di densità variabile con legge qualunque 
in un ellissoide od in un involucro ellissoidale qualunque, purché Tellissoide o gli ellis- 
soidi che limitano questa massa sieno omofocali ad E e non esterni a quello che passa 
pel punto (x, 3 ;, :() cui si riferisce la funzione potenziale, Tespressione della quale, in 
tali condizioni, resta sempre 

V ■=^fnU , 

I 4 I 

Si può osservare che la densità h qui trovata segue la ragione inversa di quella della 
distribuzione in equilibrio (§ III). 

Sostituendo aU’ellissoide E un ellissoide omofocale interno, la densità h cambia, 
ma, finché m è costante, la funzione potenziale rimane sempre la stessa. Si può, 
in particolare, sostituire ad E la superficie delfellisse focale e contata due volte, e la 
densità E relativa a questo caso (ricavata come nel § III) é 


E 


3 m 

2% A B 




? 


dove, come nel luogo citato, le due faccio deirellisse e sono considerate come una su- 
perficie unica *). 


*) Questi risultati s’accordano con quelli che, in forma meno generale, sono menzionati dal Dini 
alla fine della citata sua Memoria. 
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Per fare un’altra applicazione, conduciamo per un punto qualunque di coordinate 
(3c, p, Y tre nuovi assi paralleli ai primitivi, e chiamiamo ^,7), C le coordinate del punto 
(x, y, rispetto a questi assi, cosicché l’ellissoide E viene ad essere rappresentato 
dall’equazione 

I (^+py , (^+Yr _, 


Poscia trasformiamo omoteticamente questo ellissoide, assumendo come centro d’omo- 
tetia l’origine dei nuovi assi; prendiamo, cioè, su ogni raggio vettore p condotto da 
questo punto un segmento uguale a /p, dove t è costante. L’equazione dell’ellissoide 
trasformato, che diremo è 


talché, se si pone 


— ^ 


è evidente che 


V, = ab cf 


£ 


\/(a^ f + y.) (b^ + X) (c" 


è la funzione potenziale d’una massa di densità i distribuita nell’ ellissoide E^ . Il limite 
inferiore >. è, come sempre, nullo od eguale alla maggior radice dell’equazione p-, = o, 
secondo che il punto (^, n, C') è interno od esterno ad E,. Scrivendo \f in luogo di 
y. si ottiene l’espressione più semplice 


dove 


V. 


— -Kabc J* 


£,d.-k 

yF(y.y 


(1+ _ (zHiiÈ): _ iLtiiz 

fl" + 1 _l_ X 4- X 


e dove il limite inferiore X è nullo oppure eguale alla maggior radice dell’equazione 
p.; = o. 

Ora da questo secondo valore di si trae 


dt 


iTzabc 


rr + 


(K 4- fy)y“ 

Jx L ^ 

b^-yy 

-yy J 


d\ 

iW5 


J 


perchè il termine dovuto alla variazione del limite inferiore, quando questo è radice di 
[xj = o e quindi funzione di t, è nullo in virtù del fattore p.' . Facendo ^ = i e ri- 
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passando ai primitivi assi delle x, si ha di qui 


dove 

(9) 




47J: abc 


TV: 


m 


£ 


In questa nuova funzione TV si h posto 

( 9 „) 


V = I 


(XX 


m 
vdl 

Wm 

j>y 


w, 


ri 


+ X F -^X c^-{-X' 


il limite inferiore X è di nuovo nullo pei punti interni all’ellissoide J? ed è eguale alla 
radice maggiore dell’equazione [j. — o pei punti esterni, [r avendo ora riacquistato il 
suo solito significato (5). 

Ciò posto vediamo che cosa significhi la funzione ÌV cosi ottenuta. Consideriamo 
a tal uopo il rapporto 


Le due quantità e F^_^^ rappresentano le funzioni potenziali di due masse, rispetti- 
vamente eguali a j%abct^ ed a -jt. ab c(t ry ^ distribuite, colla densità i, la prima 
nelfellissoide e la seconda neirellissoide omotetico (ma eccentrico) E^^^, Se dunque 
questi due ellissoidi non si intersecano in punti reali, per il che basta supporre che il 
centro d’omotetia sia interno ad e se inoltre supponiamo che il punto (x, 7, :() 
sia esterno aU’ellissoide maggiore, od interno aU’ellissoidc minore, il suddetto rapporto 
rappresenta la funzione potenziale d’una massa 


4'^ahc^^ “j— tx — j— — ^ 


distribuita colla densità — neirinvolucro compreso fra i suddetti due ellissoidi, sopra 

un punto qualunque dello spazio infinito esterno oppure della cavità interna. Facendo 
convergere t verso o e t verso i, si riconosce quindi che W è h funzione potenziale 
d’una massa m distribuita uniformemente (con densità infinitamente grande, se m è 
quantità finita) nello strato compreso fra il solito ellissoide E ed un ellissoide omotetico 
(ma eccentrico) infinitamente vicino, col centro d’omotetia nel punto interno (a, p, y). 
Questa massa ?n si può supporre distribuita, con densità variabile, sulla superficie del- 
l’ellissoide E. La determinazione della legge di variazione di tal densità superficiale si 
fa, come nel caso precedente, osservando dapprima che se s’indica con k la densità 
costante dello strato e con i il rapporto di omotetia della seconda superficie di 
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esso, si ha 

m = ^nabck^t . 

Si ha inoltre, detta h la densità variabile nel punto dove il piano tangente aU’ellissoide 
£ ha la distanza p dal centro di omotetia, 

h — k^n = kp^t 

(formola che vale per ogni strato compreso fra superficie omotetiche): quindi 

^T:abc 

Questa formola è del tutto simile a quella (8J che vale per la distribuzione in 
equilibrio, se non che qui il simbolo p rappresenta la distanza del piano tangente non 
già dal centro deir ellissoide, ma dal centro di omotetia. Nel caso della distribuzione in 
equilibrio questi due punti coincidono. 

Se il centro d’omotetia, invece d’essere interno, come si è supposto, fosse esterno 
ad E, la densità della distribuzione superficiale sarebbe positiva in una regione della 
superficie, negativa nell’altra, e le due regioni sarebbero separate dalla conica di contatto 
della superficie col cono tangente avente il vertice nel centro di omotetia, ossia dalla 
conica d’intersezione dell’ellissoide col piano polare di questo punto. Siccome l’equazione 
V = o rappresenta il piano polare del punto stesso rispetto alla superficie [x = 0 (qua- 
lunque sia X), cosi la detta conica è rappresentata da X =1 p. = v = o. 

La distribuzione di superficie ora considerata è dotata, rispetto ai punti esterni, di 
una proprietà analoga a quella della distribuzione in equilibrio (§ III) e della distribu- 
zione omofocale considerata nella prima parte del presente §. Vale a dire che l’ellissoide 
£ può essere sostituito da un ellissoide omofocale qualunque, come si verifica scrivendo 
X invece di X in 



Se si vuole però che la densità h resti positiva, bisogna che il parametro X' del nuovo 
ellissoide sia compreso fra X^ e la radice maggiore dell’equazione 

affinchè il centro d’omotetia non passi aU’esterno. Quando il centro d’omotetia è nel 
piano deir ellisse focale ed è interno alla medesima, la massa m può, in particolare, 
essere distribuita, con parità di funzione potenziale esterna, sull’ellisse focale stessa. 
Chiamando x, y le coordinate d’un punto del disco focale, si trova facilmente che la 
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densità h' relativa ad esso è data da 



Ma non insisteremo, per ora, su questo argomento, suscettibile di molti sviluppi, 
e torneremo alla teoria classica delle distribuzioni omotetiche e concentriche. 


§ VI. — Riporto d’una distribuzione ellissoidale omotetica sul disco focale. 


Riprendiamo l’espressione (4J della funzione potenziale esterna d’un ellissoide a 
densità variabile e scriviamo 

, r, A\ AB^Q>.) 

al posto rispettivamente di 


Otteniamo cosi 

(io) 

dove 

(loj 


c’ ^ , a’ — c’ 


V. 






(4 = 1 


-j- X’ 5’ -f V 


e dove è l’unica radice positiva dell’equazione p. = o. La massa totale cui corrisponde 
questa funzione potenziale è data da 


(ro.) f'ìftìÈi 

Jo K I — 

e la parte di questa massa che si trova distribuita in equilibrio alla superficie è 

(loj m = 2% A B ^ (o) . 

Per una data funzione ((^)? funzione potenziale , la massa totale M e la 
massa parziale m sono quantità indipendenti dalla scelta deirellissoide E che limita la 
massa medesima, poiché le loro espressioni non contengono alcuna traccia dei semi-assi 
è, c: questo ellissoide E può essere uno qualunque di quelli il cui parametro varia 
fra o e . Fissato che sia questo ellissoide, per esempio da l = c, la densità variabile 
k della massa M — m stratificata nel suo interno è determinata dalla formola 


abc 


(a = yA^ + cs h == y y 
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dove 



Xy y, essendo le coordinate del punto cui la densità k si riferisce *). 

Se invece della funzione potenziale esterna si volesse considerare Finterna, bisogne- 
rebbe assumere come limite inferiore dell’integrale il parametro dell’ellissoide Ey cioè il 
valore r, nel caso or ora supposto. 

Poiché questo parametro di E può essere scelto arbitrariamente fra o e , e 
poiché quindi può essere preso piccolo quanto si voglia, si presenta naturalmente la 
ricerca della distribuzione superficiale, sull’ellisse focale Sy che possiede la stessa funzione 
potenziale esterna (io) di ognuna delle distribuzioni ellissoidali equivalenti, che corri- 
sporldono agli altri valori del detto parametro. 

Per trovare questa distribuzione superficiale basta riportare, in base a ciò che si 
disse nel § III, la massa di ciascuno degli strati omotetici elementari sulla corrispon- 
dente ellisse focale, e calcolare la densità che ne risulta in ciascun punto di e. Si può 
già concludere di qui che tale densità varierà per elHssi omotetiche all’ellisse focale, 
poiché é evidente che le ellissi focali d’una serie d’ellissoidi omotetici sono pure ellissi 
omotetiche. 

Passiamo dunque ad eseguire il detto riporto, incominciando dalla massa finita w, 
che si trova distribuita in equilibrio sulla superficie dell’ellissoide E. Dal § III sappiamo 
già che riportando questa massa sulla superficie dell’ellisse e (contata una volta sola), 
e ponendo 

(il) (o<^<0. 


dove sono le coordinate d’un punto qualunque del disco focale, — talché, per 

un dato valore di z., quest’equazione rappresenta una, e^y delle ellissi omotetiche ed 
interne ed — la parte della massa m che va a distribuirsi sulla corona ellittica 
e — e^h data, (8 (loj, da 

(ila) 


Consideriamo ora uno qualunque degli ellissoidi omotetici ed interni aU’ellissoide 
Ey rappresentato dall’equazione 


I 



(o < (/., < i). 


L’ellisse focale di questo ellissoide, la quale è anch’essa omotetica ed interna all’ellisse 


) Questa proposizione costituisce il teorema di Maclaurtn inteso nel suo significato più generale. 
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e ed ha per semi-assi 

= J Vi — = BVi—y.,, 

è quella sulla quale va a riportarsi la massa elementare 

deEo strato compreso fra gli ellissoidi omotetici (p.J e Ora l’equazione 

(il), scritta nel modo seguente 


X 


c 




I 



? 


rappresenta, se x, cioè se o x, un’ellisse omotetica ed inUrna aU’ellisse 

: dunque la parte di detta massa elementare che va a distribuirsi sulla corona ellittica 
5 è, sempre in base alla formola (8 J del § III, 


2 TU ^ 5 I' (p. J |/)C,y 1 — [A . d , 

ossia 

2TzABif' (p. ) |/x — ad u . 

Conseguentemente 

2kJB = r iM£g; _ 2,r^^^(o)t/K 

t/o t/o yx- — p 

è l’espressione della totale quantità di materia che, dai vari strati ellissoidici i cui para- 
metri sono minori di x, si riporta sulla corona ellittica e — perchè gli strati cor- 
rispondenti a valori di p^ maggiori di x hanno ellissi focali interne, ad e però non 
dànno luogo a verun riporto sulla corona suddetta. 

Sommando la precedente quantità colla data dall’equazione (iij, si ha 

(II,) M.^ = tzAB f 

Jo yx — p 

quale espressione della totale massa riportata sulla corona ellittica e — e^. Per x =: i 
si ottiene = M, (loj. Per x = o si ottiene — o, supponendo, come s’è fatto 
fin qui, che ^(o) sia quantità finita. 

D’altra parte, essendo TzABdy. l’area della corona elementare compresa fra le ellissi 
omotetiche ed , se si chiama h (x) la densità variabile della cercata distribuzione 
superficiale sul disco focale, dev’essere anche 




2^2 


SULLA TEORIA DELL’ATTRAZIONE DEGLI ELLISSOIDI. 


[62 


Dunque la formola che esprime la cercata legge della densità superficiale è 


(Ile) 

Da questa si deduce 




yx. — [A 


Jo Jo Jo P- ^ Jo — %Jo 

€ quindi, per la nota regola di Dirichlet, scrivendo, a trasformazione fatta, p. in luogo 

di V, 

h (v.) y p — y.dY, = — J (p.) d p- . 

Quest’equazione, avendo luogo per ogni valore di p, dà subito, derivando rispetto a 
questa variabile, 

formola che permette di determinare ^(p*) quando è data la legge della densità del 
disco focale. 

Si può osservare che dalle due equazioni (ii,), (n^) segue la relazione 


Jo l/p 

che sembra meritevole di studio *). 


§ VII. — Funzione potenziale d’un anello ellittico. 

Ponendo }){y^ — i nella formola (iij, si trova 

epperò la funzione potenziale d’un disco ellittico, omogeneo e di densità i è data da 



dove p rappresenta Tespressione (loj e è la radice positiva deirequazione p = o. 


*) È una formola analoga a quella incontrata dal Dini nel n° 8 del citato lavoro. 
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Questa funzione potenziale può servir di base ad una ricerca analoga a quella che 
fu formulata in generale al principio del § V ed eseguita per alcuni casi particolari nel 
seguito del medesimo §; può, cioè, servire al calcolo della funzione potenziale d'una 
corona ellittica limitata da due ellissi infinitamente vicine del tutto arbitrariCj e quindi, 
coll'integrazione, al calcolo della funzione potenziale d'un disco eterogeneo stratificato 
per ellissi succedentisi con una legge qualunque *). 

Anche rispetto a questa ricerca ci limiteremo a mostrare l’applicazione dell’enunciato 
principio ad un caso particolare, e propriamente a quello che fa riscontro all’ultimo dei 
due casi trattati nel citato § V; nel che, stante l’analogia del procedimento analitico, 
potremo usare maggiore brevità. 

Designando con a, p le coordinate d’un punto nel piano del disco, assunto come 
centro di omotetia, e con t], ^ le coordinate d’un punto qualunque dello spazio ri- 
spetto a tre assi condotti per questo centro parallelamente a quelli delle x, )/, si trova 
dapprima che l’espressione 


V 


dove 








f — 




H- V 


(.r> + t^y 


rappresenta la funzione potenziale d’un disco ellittico di densità i, ottenuto trasfor- 
mando omoteticamente il disco <?, dal punto (a, come centro d’omotetia, col rapporto 
d’omotetia t. Si deduce di qui 




dt ^ + X^) ’ 

dove 

Facendo t= ripassando ai primitivi assi delle Xj ^ t ragionando come nel passo 
citato, si conclude che l’espressione 


(12) 


2m vi^X 

~ Jx, ’ 


*) In questo caso però le forinole che si ottengono, essendo integrali semplici 0 doppi, non co- 
stituiscono altro che una trasformazione di quelle che si otterrebbero dalla definizione di funzione po- 
tenziale d’una linea o d’una superficie. Ma gli esempi dati qui ed altrove pel caso delle distribuzioni 
lineari mostrano abbastanza quanto possano riuscire vantaggiose tali trasformazioni. 
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.2 

(12J 

X 

y . 

(120 

(X.X 



5 ’ -j-X" 
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rappresenta la funzione potenziale d’una massa m distribuita uniformemente nella corona 
ellittica compresa fra Tellisse e ed un’ellisse omotetica infinitamente vicina col centro 
d’omotetia nel punto interno (a, p). 

Questa massa m si può supporre distribuita, con densità variabile, sul contorno 
dell’ellisse e. La determinazione della legge di variazione di tal densità lineare g si fa 
col metodo seguito nel § III; si trova così 




mp 

2%AB ’ 


dove è la distanza del centro d’omotetia dalla tangente all’ellisse e nel punto cui la 
densità g si riferisce; talché, sostituendo il valore di p in funzione delle coordinate x, y 
del punto anzidetto, si ha 


S = 


m 


a X 



27: AB 



il 


Se il centro d’omotetia, invece d’essere interno, come si è supposto, fosse esterno 
ad Cj questa densità sarebbe positiva in una parte del contorno e negativa nell’altra, e 
i due punti del contorno situati sulla retta 


X 


(polare del centro d’omotetia) sarebbero i termini comuni a queste due parti. 

La funzione (12) prende una forma elegante se si scrive X in luogo di X% e se 
si designano con X^, X^, X^ le tre radici dell’equazione 

I y" \ ^ — T. 

^" + X'^5" + X“f" X“ ’ 

giacché, essendo in tal caso 


-j- >.)(5‘ -j- = (>. — — X), 
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si può scrivere 
dove 


(12,) 


w= ^ r 

Jx. 


V d\ 


'^y 


I — 


OLX 




Merita attenzione speciale il caso in cui il centro d’omotetia sia uno dei fuochi 
dell’ellisse e, cioè in cui sia 


e quindi 
(13) W 




r X 

2 m I 

~~Jx, 


xì/A^—B^ 

A‘±r 


+ X’)(£’+r)p. 


zdl: 


r 

m I 


x]/A^ — B^ 




idi. 


Si sa infatti che, in ogni moto centrale, la velocità in un punto dell’orbita è sempre 
inversa della distanza del centro di forza dalla tangente dell’orbita in quel punto : quindi 
la precedente espressione di PF è quella della funzione potenziale d’una massa m distri- 
buita, lungo il contorno dell’ellisse e, in ragione inversa della velocità colla quale 
quest’ellisse sarebbe percorsa da un pianeta, se il centro del sole fosse nel fuoco che 
si è assunto come centro d’omotetia. Questa distribuzione di massa è quella che Gauss 
ha considerato, in vista d’alcuni problemi di perturbazione, nella celebre Memoria DeUr^ 
minatio attractionis, etc. *), e le espressioni precedenti somministrano, sotto forme ele- 
ganti, la funzione potenziale di tale distribuzione. 

Un altro caso notevole ed ancor più semplice è quello in cui il centro d’omotetia 
è nel centro dell’ellisse, cioè in cui oc = o, p = o. In questo caso si ha 


r r 

04 ; -- Jx, ’ 

dove [come nelle foi'mole (13)] 1 ^ è, rispetto alla prima espressione, la radice positiva 
dell’equazione 

~ ^ + r + X’ a’ ~ 

e, rispetto alla seconda, la radice maggiore dell’equazione 

^’-fx^5’4-x^ X 


*) Werk^, voi. Ili, pag. 331. 
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É questa la funzione potenziale d’una massa m distribuita uniformemente nella corona 
compresa fra Tellisse e ed un’ellisse omotetica e concentrica infinitamente vicina, oppure 
della massa medesima distribuita lungo il contorno dell’ellisse e colla densità lineare 
variabile 



dove p è di nuovo la distanza del centro dell’ellisse dalla tangente nel punto di den- 
sità 

La prima delle due espressioni (14) di W rientra, come si vede, nel tipo generale 
(io), dal quale essa si deduce ponendo 


m 
A 

Ma questa forma della funzione ^ (p-) non soddisfa alla condizione, da noi fin qui am- 
messa, d’essere finita per p. =z= o, ed è quindi naturale che non si possa, per esempio, 
considerare W come funzione potenziale esterna di una stratificazione omotetica ellis- 
soidale (sebbene tale fosse la primitiva funzione FJ, a meno di concedere l’esistenza 
di due strati ellissoidali di densità infinita e di segno contrario, l’uno proveniente dalla 
distribuzione superficiale della massa (10^), l’altro proveniente (per p- = o) dalla distri- 
buzione in tre dimensioni della massa (10^). Per la stessa ragione non sarebbe appli- 
cabile la forinola (ii,) alla massa m considerata come distribuita sul disco ellittico. Ma 
la formola (ii^,)j che è pur relativa a questa supposizione, porge un risultato che s’ac- 
corda col significato, da noi dedotto per altra via, dell’espressione (14). Infatti, intro- 
ducendo in essa il precedente valore di '^(p^, essa dà 



M.. 


m r' 

^ Jo 




VC''- — 


m. 


essa dice, cioè, che la quantità di materia contenuta nella corona ellittica compresa fra 
l’ellisse e ed un’ellisse omotetica interna qualunque è sempre la stessa, qualunque sia 
quest’ultima ellisse, il qual fatto non può verificarsi se la massa totale non è tutta di- 
stribuita sul contorno dell’ellisse e. 

Il prof. Bini, nella citata sua Memoria, ha considerato il caso in cui la funzione 
À(x.) del § VI abbia la forma 

k»)=4 + ì)w. 

y» 


Da quaato precede risulta che anche per la funzione è ammissibile una forma 
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analoga 

Ma sarebbe interessante di considerare anche il significato di un termine della forma 
fji”” c^n <^y) nelFespressione di ^ (jx). 

Terminiamo con un’osservazione sulla forma comparativa delle due funzioni (8) 
e (14), le quali si possono scrivere cosi: 



e rappresentano le funzioni potenziali esterne della massa w, distribuita uniformemente, 
nel primo caso, fra due ellissoidi omotetici e concentrici infinitamente vicini, e nel se- 
condo caso, fra due ellissi omotetiche e concentriche infinitamente vicine. Se si considera 
che le due funzioni intere di 3° grado F(X) ed f(l), introdotte fin dal § I, sono gli 
elementi fondamentali d’ogni procedimento analitico fondato sull’uso delle coordinate 
ellittiche, si può ragionevolmente affermare che quelle due funzioni potenziali sono da 
riguardarsi come fondamentali nella teoria dell’attrazione dei sistemi ellissoidali. E infatti 
molti dei metodi proposti per la trattazione di questa teoria si fondano sull’uso della 
prima di dette due funzioni per la deduzione delle altre funzioni potenziali ellissoidiche 
più complesse. Ma questa prima funzione si può ricavare dalla seconda con una inte- 
grazione definita, su di che tuttavia non vogliamo trattenerci, avendo già data molta 
estensione a questo lavoro. 


§ Vili. — Dei sistemi simmetrici intorno all’asse minore. 


Facendo A = B nella formola (io) si ottiene 


(15) 






espressione che si può considerare (§ VI) come la funzione potenziale esterna d’una 
massa 


M: 




A/.-, 

distribuita, in parte per ellissoidi di rotazione omotetici, colla densità variabile 

Ci 0 


BELTRAMI, tOmO III. 
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ed ìli parte, e precisamente per una parte m data da 

m = 2% (o) , 

alla superficie dell’ellissoide terminale, di semi-assi c, colla densità superficiale corri- 
spondente alla distribuzione in equilibrio. Le quantità p- e sono date da 


(15») 


(/. = I 




Si 

r ’ 


(«' = + /) 


= I - 








e è la radice positiva dell’equazione p. = o. Per la funzione potenziale interna si 
deve porre = c- 

Ma, in virtù del riporto eseguito nel detto § VI, si può anche considerare l’espres- 
sione (15) come la funzione potenziale d’un disco circolare di raggio sul quale la 

massa M sia distribuita con una densità h(x)y variabile colla distanza dal centro e 

data dalla formola (ii^), dove 


(15.) 


Nei punti stessi del disco diventa 


dove 





? 




? 


ovvero, introducendo p invece di 1 come variabile d’integrazione e scrivendo V (x.) 
invece di 

(.é) 

T.. . . , , J* ni — 

Di qui SI deduce 


Jv n — V 




r(i — i^) (p- — ’ 


ed applicando la regola di Dirichlet, convenientemente modificata, indi scrivendo p 
in luogo di V, 

^15. 1/1 — P ' 

Questa relazione ha luogo qualunque sia p, epperò, derivando rispetto a questa variabile, 
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si Ottiene 



)/i — IL d r 

V'/, — [L ’ 


formola che determina la funzione t}^ ((jl) per mezzo dei valori della funzione potenziale 
del disco alla superficie del disco stesso. Se nella stessa relazione da cui questa formola 
è stata dedotta si pone = o, si ottiene, in virtù della (15 J, 




M = 


A /"• F(j.)dx 




1/)C 


espressione della massa totale del disco in funzione dei valori suddetti. Finalmente se 
s’introduce il valore (i6^) di nell’equazione (n^,), si ottiene 







j/i — (X d (X d ^ (yd ^ 

y-ìL — p. ^ p- J p, p* 


formola che determina la quantità di materia compresa fra l’orlo del disco e il cerchio 
concentrico ('/.), di raggio Ayi — x,, per mezzo dei medesimi valori, e dalla quale si 
deduce subito la densità variabile del disco per mezzo della relazione 


(16.) 


h(:.) = 


I dM, 
t: A" d% 


Si può osservare che dalle due equazioni (i6), segue la relazione 


rcx) = 


I d 



r (v)dv 

7^ — K- 


5 


analoga a quella che fu notata alla fine del § VI. 

Come verificazione ed esempio d’applicazione semplicissimo delle formole precedenti 
[alcune delle quali furono già da me stabilite, con processi e sotto aspetti un po diversi, 
in una Nota Intorno ad alcune questioni d’ elettrostatica *)], suppongasi = i. 

Le formole (16J, (i6j), (16J, (lùj dànno in tal caso 


Kf^) = 


A^ 


M = 


2 A 






2 A 


h{y>j 




risultati che stanno in perfetto accordo con quelli del § IH. 

Nella supposizione, fatta in questo §, di A = B, la prima espressione di W, data 


0 Rendiconti del R. Istituto Lombardo, serie II, voi. X (1877); oppure queste Opere, volume III, 
pp. 73-88. 
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dalla formola (14), diventa 




2m ^ di 


dove [x ha il valore (15^)5 e fornisce la funzione potenziale d^una massa m distribuita 
uniformemente lungo la periferia d’un cerchio di raggio sotto una forma della quale 
ho mostrato Futilità in una Nota SulTattruT^ione di un amilo circolare od ellittico *). La 
seconda espressione di fF, opportunamente trasformata, si converte in un’altra forma 
della stessa funzione potenziale, che si trova pure ricordata nel citato lavoro. 


§ IX. — Dei sistemi simmetrici intorno alleasse maggiore. 

Risaliamo alla primitiva forma (4J di e scriviamo, dopo aver fatto b =. c, 


al posto rispettivamente di 

4* ^ j ^ ? irì • 

V^ = 2% 


Otteniamo cosi 

(17) 

dove 

(17.) 


'K 


^ ^ V r — A^ ’ 




e dove 1 ^ è la radice positiva e maggiore di A dell’equazione p. = o. È questa la 
funzione potenziale esterna d’una massa 


(17O 


M — % A 


distribuita, in parte per ellissoidi di rotazione omotetici, colla densità variabile 


Jo 




dove 


= I — 


ab^ ’ 


— A^ 


*) Memorie della R. ^Accademia dei Lincei (Classe di scienze fisiche, etc.) serie III, volume V 
(1880); oppure queste Opere, volume III, pp. 235-247. 
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(Xj V essendo le coordinate del punto cui la densità i si riferisce), ed in parte, e pre- 
cisamente per una parte m data da 

(17J mz=2'!:A^\(p), 

alla superficie deir ellissoide terminale, di semi-assi è, colla densità superficiale corri- 
spondente alla distribuzione in equilibrio. Per la funzione potenziale interna si deve 
porre = a. 

Per una data funzione (p.) la funzione potenziale esterna , la massa totale M 
e la massa parziale m sono quantità indipendenti dalla scelta dell’ellissoide £, che limita 
la massa medesima, il quale può essere uno qualunque di quelli il cui parametro varia 
fra A t 1^. Fissato che sia questo ellissoide, per esempio da X = a, la densità variabile 
k della massa M — m stratificata nel suo interno è determinata dalla formola testé 
riportata. 

Ciò posto consideriamo la massa m distribuita in equilibrio alla superficie. La densità 
di tale distribuzione nel punto (x, v) è (§ III) espressa da 


epperò 



5 


mvds 



è la quantità di materia compresa, in tale distribuzione, fra il parallelo d’ascissa x ed 
il parallelo contiguo, ds essendo relemento di sezione meridiana intercetto fra i paralleli 
medesimi. Questa quantità si può scrivere cosi 


2 a 



? 


epperò, quando l’ellissoide £*, che, come abbiamo detto, è di parametro variabile fra 
A e sì va indefinitamente restringendo, per guisa che il suo semi-asse maggiore a 
tenda al limite A, e il suo semi-asse minore b = — A^ tenda a zero, essa tende 

verso il valore 

fnds 


2A ’ 
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il quale corrisponde quindi alla quantità di materia che va a riportarsi suU’eletnento 
às del segmento focale quando il suddetto ellissoide si confonde airultimo con 
tale segmento. Dunque la distribuzione in equilibrio sulla superficie del primitivo ellissoide 
jfi, come d’ogni altro ellissoide omofocale interno, equivale, in funzione potenziale 
esterna, ad una distribuzione uniforme d’egual massa m sul segmento focale 2 A, colla 
densità lineare costante 

= TC^^(o), 

risultato che si potrebbe verificare con un procedimento analogo a quello usato nel 

§III. _ 

Poiché la distribuzione superficiale in equilibrio equivale ad una distribuzione di 
densità costante in uno strato omotetico infinitamente sottile, si può concludere di 
qui che la materia costituente un tale strato (quando gli ellissoidi terminali sono di 
rotazione intorno all’asse maggiore) può essere riportata, con parità di funzione po- 
tenziale esterna, sul segmento focale dello strato medesimo, purché venga uniforme- 
mente distribuita su questo segmento. Applicando questo principio ai singoli strati ele- 
mentari della distribuzione di densità variabile /?, si può così ottenere una distribuzione 
di tutta la massa M sul segmento focale 2 A^ avente la stessa funzione potenziale esterna 
della primitiva distribuzione a tre dimensioni. 

Consideriamo dunque uno degli ellissoidi omotetici ed interni ad e sia quello 
rappresentato dalFequazione 

f^a = I — -p- — (O < < I) > 

il cui segmento focale è compreso fra i punti 

X = + A^/i — V = o. 

La massa 

dello strato elementare compreso fra gli ellissoidi (p. J e d p- riportandosi uni- 

formemente sul detto segmento focale, genera una distribuzione lineare di densità costante 

Ora il punto d’ascissa x, del segmento focale 2A è interno ai segmenti 

focali di tutti gU ellissoidi il cui parametro soddisfa alla condizione 
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ossia 





Quindi la densità complessiva nel punto d’ascissa x, risultante dal riporto di tutti gli 
strati elementari nei cui segmenti focali esso punto è contenuto, è 


— r.A’i/Co); 


e sommando tale densità con quella della distribuzione lineare procedente dalla massa 
Wj si ottiene 

(i7d) = 

come espressione della densità lineare totale nel punto d’ascissa x del segmento 
focale 2 A, 

Se con questo valore di g si calcola la massa totale del segmento 


2 



X = 2% 


A 



dXy 


si ritrova subito il valore (17^) di M, ponendo 


I' — 


x"" 

A^ 




Si può osservare che la distribuzione lineare testé determinata, ed equivalente alla 
primitiva distribuzione ellissoidale simmetrica intorno all’asse maggiore, ha una funzione 
potenziale che, calcolata in base alla definizione, sarebbe espressa da 



Si ha dunque la seguente trasformazione d’integrali 
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la radice maggiore di A deirequazione 

fi — I — ^ _ o. 

soggetta ad altra condizione che d’essere pari. Quando 
i si può ricavare i]; da g mediante la formola 
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INTORNO AD ALCUNI NUOVI TEOREMI DEL SIC. C. NEUMANN 
SULLE FUNZIONI POTENZIALI. 


A.nnali di Matematica pura ed appUeataf serie II, tomo X (1880), pp. 46-63. 


Nel fascicolo 3° (testé uscito alla luce) del t. XVI dei Mathematische Annalm, il 
sig. C. Neumann, promotore indefesso della teoria matematica del potenziale, ha pub- 
blicati (in gran parte senza dimostrazione) molti nuovi teoremi relativi a questa teoria, 
teoremi i quali sono da giudicarsi come molto importanti, sia per le lacune eh’ essi 
colmano, sia per quelle ch’essi contribuiranno a colmare in seguito. Essi sono raggrup- 
pati in due distinti Articoli, il primo dei quali (pp. 409-431) riguarda il potenziale lo- 
garitmico di distribuzioni lineari semplici e doppie, ed il secondo (pp. 432-438) riguarda 
il potenziale newtoniano di distribuzioni superficiali semplici e doppie. 

L’interesse in me destato dai nuovi risultamenti cui il sig. Neumann è pervenuto 
mi ha indotto a cercarne subito la dimostrazione e, trovatala, a comunicarla agli stu- 
diosi. Ciò faccio colla presente Nota, nella quale tuttavia mi restringo alla considerazione 
dei potenziali newtoniani, sia per il più immediato vantaggio che ogni nuova agevolezza 
nel loro maneggio può recare alla fisica matematica, sia per la visibile analogia dei pro- 
cedimenti (ancor più semplici) coi quali si potrebbero stabilire i teoremi corrispondenti 
circa i potenziali logaritmici. D’altronde il sig. Neumann è in parte già entrato, rispetto 
a questi ultimi, in particolari più minuti, e tutti devono desiderare ch’egli stesso svolga, 
da par suo, le delicate proposizioni che si contengono nella seconda parte del suo 
primo Articolo : desiderio tanto più legittimo, in quanto che Egli afferma d’aver già in 
pronto, da tempo non breve, siffatti svolgimenti. 

Il sig. Neumann considera espressamente ed esclusivamente il caso delle superficie 


BELTRA.MI, tOmo III. 


39 



INTORNO AD ALCUNI NUOVI TEOREMI DEL SIG. C. NEUMANN, ETC. 


[63 


306 


chiuse^ e, supponendole riferite a coordinate curvilinee, sceglie per tali coordinate quelle 
che definiscono le linee di curvatura della superficie. Avendo io creduto più conveniente 
(e non già per sola vaghezza di generalità) di prescindere da queste due particolarizza- 
zioni, dirò le ragioni che mi hanno indotto a ciò fare. 

Quanto alla scelta delle coordinate, chiaro essendo (per la natura stessa della que- 
stione) che le espressioni in cui esse debbono figurare definitivamente non possono 
essere altro che invarianti differenxialij è naturale che Fuso di coordinate generiche 
debba condurre più direttamente, come infatti conduce, a quella forma delle suddette 
espressioni nella quale si rende manifesto il loro carattere invariantivo. 

Quanto poi alla considerazione d’una superficie aperta, anziché chiusa, parmi eh’ essa 
si raccomandi di preferenza, non solo per Topportunità che dà di conoscere come si 
atteggino le formolo in quel caso più generale (che pur risponde, come il secondo, a 
questioni fisiche possibili), ma eziandio per un’altra ragione più concreta. È noto infatti 
che per applicare alle superficie curve certe relazioni fondamentali fra integrali di su- 
perficie ed integrali di contorno, analoghe a quelle notissime di Gauss e di Green e 
costituenti l’essenziale meccanismo di quasi tutte le operazioni sulle funzioni potenziali, 
bisogna che il reticolo curvilineo tracciato sulla superficie dalle linee coordinate presenti 
dovunque lo stesso aspetto generale del reticolo cartesiano nel piano, bisogna, cioè, che 
sia possibile concepire la trasformazione continua dell’uno nell’altro. Ora per una su- 
perficie chiusa questa trasformazione è impossibile. Diventa dunque necessario dividere 
una tale superficie in due 0 più pezzi, per ciascun dei quali si possa concepire l’esistenza 
d’un reticolo curvilineo dotato del carattere suddetto. È certo che, ad operazione com- 
piuta, gli integrali lineari, relativi ai due margini di ciascun taglio fatto nella superficie 
primitiva, si debbono elidere a vicenda; ma ciò non pertanto questi integrali si pre- 
sentano spontaneamente nell’applicazione delle mentovate formole, e non pare quindi 
inopportuno, anche per questo solo riguardo, di conservarne la traccia. 

Supporrò dunque, in ciò che segue, che si tratti sempre d’un pezzo di superficie, 
cr, nel quale il reticolo delle coordinate curvilinee possegga dovunque il suaccennato 
carattere *); le formolo ottenute saranno valide, naturalmente, per un altro pezzo qua- 
lunque, o per una superficie chiusa, divisibile in parti dotate separatamente della stessa 
proprietà. 

Sieno $, 7), C le coordinate rettangolari d’un punto qualunque dello spazio, ^ 
le coordinate curvilinee d’un punto qualunque della superficie a. Pei punti di questa 


*) Per maggiori schiarimenti si consulti la mia Memoria : Delle, variabili complesse sopra una super- 
ficie qualunque, nel t. I della Serie II degli Annali di Matematica ; oppure queste Opere, Volume I, 
pp. 3 i8-353‘ 
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superficie le v), 2^ sono funzioni determinate delle variabili u, v, e ponendo 

F = vii 'i- y), + C' C; 5 

(dove l’apice superiore od inferiore designa una derivazione parziale rispetto ad u od 
a v) si ha 

Edu^ ~|- iFdudv -f- Gdv^ 

come espressione del quadrato d’un elemento lineare qualunque della superficie (t. In 
virtù dei valori di E^ F, G la quantità E G — F^ non può mai diventare negativa : la 
supposizione fatta sulla natura del reticolo curvilineo esclude ch’essa possa annullarsi 
entro i limiti di a e sul contorno s. Designeremo con H il valore positivo del radicale 

H = yEG^ F^>o. 

Per un punto qualunque (u, v) della superficie c passano due linee di questa su- 
perficie, l’una lungo la quale varia soltanto l’altra lungo la quale varia soltanto v. 
Le tangenti in quel punto a queste due linee, dirette nel senso in cui crescono le ri- 
spettive variabili v, fanno tra loro un angolo il cui coseno è 

F 

l/FG 

e che, per le ipotesi fatte, è maggiore di o® e minore di 180°. Chiameremo n la nor- 
male alla superficie nel punto (u, -u), diretta in modo che la prima delle dette due 
tangenti, percorrendo il detto angolo per raggiungere la seconda, giri intorno alla retta 
n nello stesso senso in cui l’asse positivo delle ^ deve girare (d’un angolo retto) intorno 
all’asse positivo delle C? per raggiungere l’asse positivo delle y). Per tale convenzione, 
designando con a, S, y i coseni degli angoli che la retta n fa coi tre assi delle y), 
cioè ponendo 

^ dn ^ dn ^ ^ dn ^ 

si hanno le formolo 

H(X. = Y)'^, Y)^?!', 

ifyzzz^'Y), -$,Yi'. 

Ciò posto osserviamo che, se la superficie ha dovunque una curvatura finita, si 
possono, in sufficiente prossimità di essa, considerare le yi, ^ come funzioni mono- 
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tó’scrivL' " ”). 

= ^'du -j- -j- xdn, 

d-n = n'du -f- + èdn, 

~ d-u -{-"^^dv -|- ydn, 

^'dk + yì'd-fi-^-l'dri^Édu-^-Fdv, 

Introducendo dunque i simboli 




A/: 


(dove 9 è una funzione qualunque di u e t;), si ha 

du = ~(M^d^ + M^d-fi 4- M^dK), 


dv~~(N^dl +N^d-n + N^d^) , 

dn = xd^ -j- Sdv) -f- yd^. 

Sostituendo questi valori nell’identità 



dK~f'du 

dn 


(dove T J „„a Wio„ ji 


M^rf' + iVg<p^ = 


à-I ■“ H + ■^9’^/) + , 

^ = -jfW' + + y|| . 


si ha 
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Moltiplicando ordinatamente queste equazioni per 

di' Ve 

(dove è un'altra funzione qualunque di », () e sommando membro a membro, 
si ha 




d <f 

dn dn ^ 


o più brevemente 

^ ^ s t r ^ v( ^ V» ^ y ■\ y ivi^iy d fi B f ^ 


8934* I 

hV'^'^^^VcV 


dove Tespressione 

'!') = jplGf'V — P(.9'^. + 9 Al + 


è quella di cui ho già da lungo tempo fatto uso sotto il nome 
ziale intermedio o misto delle due funzioni 9 e e che, più 
gnarsi come il loro invariante bilineare *). 

Facendo successivamente nell’equazione (1)9 = ^, =», 
formole 




d A 
d i 
ai 

dr\ 

aC 




di parametro differen- 
brevemente, può desi- 

= (, si ottengono le 


che non differiscono punto da quelle che abbiamo ottenute più sopra per 9 e che ab- 
biamo adoperate per la deduzione della formola generale (i). 


*) Veggansi le mie Ricerche di analisi applicata alla geometria, nei tomi II e III del Giornale di 
Matematiche (1864-65) (queste Opere, Volume I, pp. 107-198), la già citata Memoria Delle variabili 
complesse, etc., la Memoria Sulle proprietà generali delle superficie d'area minima e quella intitolata Sulla 
teorica generale dei parametri differenziali, nella Serie II, t. VII e Vili delle Memorie dell’Accademia 
di Bologna (queste Opere, Volume II, pp. 1-54,74-118). Ho dato un riassunto delle principali formole 
circa questo argomento in un Artìcolo Zur Theorie des Krummungsmaasses, nel t. I dei Mathematische 
Annaien (queste Opere, Volume II, pp. 119-128). L’attuale equazione (i) non è che un caso partico- 
lare della seconda equazione (26) del § 3 della suddetta Teorica. 
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Consideriamo ora un integrale della forma 

y* 

esteso a tutto il pezzo di superficie <y. Le quantità cp, 4* sono tre funzioni delle ir 
di cui indicheremo fra breve le proprietà necessarie. Osservando che si può porre 
da z=i H duri il precedente integrale può scriversi cosi: 

Ma si ha identicamente 


quindi il detto integrale si può di nuovo convertire nell’espressione seguente 

f f -h -Ir il 

dove il simbolo 

A? = jjm;)' + (N^i] 


rappresenta il secondo parametro diffierenziale della funzione (p *). 

D’altronde, se è una funzione di v che in tutta la superficie a sia monodroma, 
continua e finita e sia dotata di derivate prime, si ha **) 


Jfx-dudv = ~f{^B^ + 

= - J{Fyt + 


pàv\xds 
dv ) H ’ 

av/ H ’ 


dove gli integrali del primo membro sono estesi a tutta la superficie a e quelli del se- 
condo membro a tutto il contorno 5, percorso nel senso positivo (rispetto alla normale 
n d’ogni punto di a prossimo al contorno stesso), e dove v è la direzione dell’elemento 
lineare di a condotto da un punto qualunque del contorno normalmente al contorno 
stesso, verso la regione di superficie che si considera. Quindi, supponendo che p- e 4 
siano funzioni monodrome, continue, finite e dotate di derivate prime, e che <p sia una 


*) Memorie citate. 

**) Memoria Delle variàbili compUsse^ etc. (Art. 5). 
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funzione monodroma, continua e finita insieme colle sue derivate prime e dotata di 
derivate seconde, si ha 







~Tr~ 



Si ha dunque finalmente l’identità seguente : 


(2) 


f := — j + ^X9, — f I 




che comprende come caso particolare (per (jl = i) la forinola da me stabilita nella ci- 
tata Memoria : Delle variabili complesse^ etc., e colFajuto della quale ho potuto stabilire 
il teorema analogo a quello di Green per una superficie qualunque. 


Premesso ciò, veniamo alla nostra questione, incominciando a considerare l’ordi- 
naria funzione potenziale di superficie 



dove ^ è la densità ed r la distanza assoluta deirelemento de dal punto potenziato *), 
di cui diremo x, y, z coordinate e che supporremo a distanza finita dalla superficie a. 


Ponendo per comodo 



ossia, in virtù delle forinole (ij, 


*) Farmi che adottando le denominazioni di punto potenT^iato e di punto poteniiante, di masse poten- 
ziate e di masse potenzienti, si eviterebbero, nella teoria delle funzioni potenziali, molte perifrasi e molti 
sottintesi che rendono talora penoso e talora oscuro il linguaggio. 
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Applicando la relazione (2), con che si suppone che h sia funzione monodroma, con- 
tinua e finita di u, dotata di derivate prime, si ottiene immediatamente 


(4.) fh^^d,+ y, 




e riponendo per il suo valore, 

( 4 ) = 



È questa la formola (i3)5 del sig. Neumann, completata da un termine (rultimo) 
che è la funzione potenziale d’una massa distribuita lungo il contorno Sy termine il quale 
naturalmente svanisce quando la superficie <7 è chiusa. 

Dal processo di dimostrazione risulta che questa formola, scritta sotto la forma 
(4^), è indipendente dalla legge d’attrazione. 

La massa totale cui sono dovute le funzioni potenziali del secondo membro è 
espressa da 


ed è uguale a o, come risulta dal porre nciridcntità (2) (a = /7, cp = ^ji|;r=i. 
Passiamo alla funzione potenziale di doppio strato 

( 5 ) «'= 

dove g" è il momento. Introducendo di nuovo il simbolo si ha " 



Per applicare le formole generali al secondo membro di questa equazione, conviene 
dargli prima un’altra forma. A tal fine consideriamo i valori di gy i quali, per il signi- 
ficato di questa quantità, dipendono soltanto dalle variabili u e Vy come i valori che 
prende sulla superficie c una funzione delle tre coordinate 7], C, funzione che dob- 
biamo supporre dotata di derivate prime, almeno in prossimità della superficie. In tale 
ipotesi, la quale esige evidentemente che anche la data funzione g(uy v') sia dotata di 
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derivate prime, si può scrivere 



II 

ai}/'^ 

k dg a| 


di) 

f di di' 


_ a / 

^a>i/> 

avi ) 

\ _ 

' 5 ^ a V) ’ 


8^4^ d / 

d'\>\ 

ad 

. dg 8<i» 

epperò 




dW f 

Bx ~J 

'ÌL^d,- fT,±(g^ 
a^ a« J L a^ \ a^ 


Ora, dal noto 

teorema 




[or. 


J {Xdl + Fdvì -f-ZdC) 

dove il primo integrale è preso lungo il contorno s (percorso positivamente) della 
superficie c alla quale si estende il secondo integrale, e dove le Z, F, Z sono tre fun- 
zioni di V) C monodrome, continue, finite e dotate di derivate prime in prossimità 
della superficie <t, si desume, in particolare, 


Ponendo dunque 


si ha 


■/(: 


dg di}/ 




Possiamo adesso, per la definitiva trasformazione di quest’espressione, invocare le 
formole stabilite al principio. 
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Facendo nella formola (i) ^=g, si ottiene 

,iA r 

dU^'''aviavì'^a2:a^“ dndn’ 


e facendo nella prima delle formole (i J si ottiene pure 

Si ha dunque 




d 


^ = f\te oH-i» + /f(lt - fi''") 

— J^-gV^da — ^)dG, 


espressione in cui di nuovo non intervengono che i valori superficiali di ^ e dove non 
resta che da trasformare Tultimo integrale mediante la formola (2), facendo in questa 
p. = a, (f = g; il che esige che g(u^ v) sia funzione monodroma, continua e finita, 
insieme colle sue derivate prime, e che sia dotata altresì di derivate seconde. Operando 
questa trasformazione e ponendo inoltre, per brevità, 


J^gU^ = X, Jg'hd-A^Y, Jji^dK = Z, 


si Ottiene finalmente 




1^ = /[«Af + Afe, «)]+<*« + 


e riponendo per 4' il suo valore, 


(0 


dx 






5 ;^ dy 

È questa la formola (14) 5 del sig. Neumann, completata da tre nuovi termini 
(i tre ultimi), dei quali il primo è la funzione potenziale d^una massa distribuita lungo 
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il contorno s, e gli altri due sono le derivate prime delle funzioni potenziali di due 
analoghe distribuzioni lineari *). 

Per rendere questa formola indipendente dalla legge d^ attrazione bisogna aggiungere 
un altro integrale di superficie [il terzo nella formola (6^)]. 

Le due formole (4), (6), a ciascuna delle quali se ne possono associare due altre, 
relative alle coordinate y ^ z. f^nno evidentemente riscontro a quelle, già note da lungo 
tempo, che forniscono le derivate d^una funzione potenziale di spazio per mezzo di 
funzioni potenziali di spazio e di superficie. Quando <7 è una superficie chiusa, esse 
prendono le forme seguenti 


dV _ 

dx 




djv 

dx 




2 ? 


dove F , sono funzioni della specie di F, e , JV^ sono funzioni della specie di 
IV; donde si conclude, col sig. Neumann, Timportante risultato che ogni derivata, 
qualunque ne sia Tordine, di F o di fT, rispetto alle coordinate x, y, Zj ^ sempre espri- 
mibile sotto forma di somma di due funzioni potenziali di superficie, Tuna di semplice, 
Faltra di doppio strato. 


Se si ammette, come fa il sig. Neumann, che sia già stata dimostrata la continuità 
della funzione 

nel passaggio del punto (x, y, :^) attraverso alla superficie, e la discontinuità della 
funzione 



nel passaggio medesimo, discontinuità definita daircquazione 




dove PF^ e IV^t sono i due valori di W neirimmediata prossimità del punto cui si 
riferisce il valore di g-, l’uno dalla parte della normale n, Faltro da quella della normale 
opposta n\ le formole (4) e (6) conducono molto facilmente alla determinazione della 
discontinuità delle derivate di F e di JV nel passaggio attraverso alla superficie, passag- 


*) Quando ^ è costante questi due termini sono i soli che rimangano nel secondo membro, e 
Pequazione che si ottiene è la traduzione analitica del teorema fondamentale di Ampère. 
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gio che supporremo effettuarsi in un punto posto a distanza finita dal contorno s della 
superficie cr. 

Limitiamoci a considerare le derivate normali, e supponiamo quindi (per applicare 
direttamente a questo caso le formole già scritte) che nel punto di passaggio si abbia 
a = I, 8 = Y — Oj cioè 


epperò 


— = ■ff> o, — 0, S'i), — 5,»)' = o, 


?’ = ?, = o, 

come è d'altronde manifesto. Scrivendo le formole (4) e (6) cosi 


= — I hoL- 


■d. + P, 




dove P e O sono funzioni di a:, 3;, tì che restano continue nel passaggio del punto 
Jy 0 a.ttraverso alla superficie, in ogni punto a distanza finita dal contorno, si ha 
immediatamente, dalle proprietà ammesse, 

(|f:\ (SE) =0. 

\dx/^ \dxj„, ^ V ò»x /„ \dx /„, 


dF , dV 

dn dn' “ 4 ’^^) 


dW dW _ 
dn ' dn' 


formole che esprimono le notissime proprietà delle prime derivate normali di F e di JV, 
nell’immediata prossimità della superficie. 

Per trovare le analoghe proprietà delle derivate seconde, scriviamo le equazioni 
(4), (6) in quest’altro modo 


- j — + / 


x-J-T~+ / + 


K = + \(h, g^ = — hx, 

K = + \(g, g. = ^Xg, ^), 

e dove p, q sono funzioni dipendenti dal solo contorno s. Di qui, in virtù delle stesse 
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formole (4), (6), si trae 


— / [— + C)]-5— + 


W ! ■ 

= J + < 2 , 

dove P, Q sono di nuovo funzioni che rimangono continue nel passaggio attraverso 
alla superficie. Ora nel punto di passaggio si ha, per ipotesi, = 1 ^ = 0, epperò 

= ^.0., 0 = 0; 

dunque 



0 

J> 

IO 

11 

0 

/d^F\ 

/d^F\ 



/d^ W\ 

/d^ w\ 

\ A 


h, = 

K = + \(i, < 

note *) si ha, in generale, 

= I — a% 



dove sono i due raggi principali di curvatura della superficie nel punto conside- 

rato, contati positivamente quando la loro direzione (dal centro di curvatura verso la 
superficie) coincide con quella della normale positiva n, negativamente nel caso contrario. 
Dalla prima di queste due forinole si ha, per a = i, 

«’ = -KaO’, = 

quindi, per essere funzione quadratica ed omogenea delle derivate che si 

annullano nel punto di passaggio, si ha, in questo stesso punto, oc' = = o, donde 


epperò 


«) = O, 


h„ = . 


*) Cfr. le mie Memorie già citale. Del resto la prima equazione si deduce dalla prima delle (i J 
facendo vp = e la seconda si ricava da una formola generale dimostrata più sotto (vedi in fine della 
presente Nota). 
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Le forinole cercate sono dunque 

Ì d^F d^V 

dn^ dn'^ 

d^W Ò^W 

dn^ dn'^ 

La prima di queste formole è una di quelle (17. E) che il sig. Neumann dà come 
applicazioni dei suoi teoremi, ed era già stata dimostrata (con qualche restrizione) dal 
prof. Paci *). La seconda mi sembra nuova **). Ambedue però sono intimamente 
connesse fra loro in virtù d’una proposizione più generale, che ora procedo a stabilire, 
e dalla quale mi pare che venga meglio chiarita la loro vera origine analitica. 



= — 4izA^g. 


Riferiamo i punti dello spazio a tre coordinate curvilinee u, tv, corrispondenti 

a tre famiglie di superficie, le prime due delle quali sieno ortogonali alla terza. La su- 
perficie cr sia una di quelle appartenenti alla terza famiglia, e, per semplicità, sia quella 
che corrisponde al valore w = o del parametro di questa famiglia, il quale supporremo 
crescente dalla parte della normale positiva n. Il quadrato deU’elemento lineare generico 
dello spazio è, per le ammesse ipotesi, evidentemente rappresentato da un’espressione 
della forma 

Edu^ + iFdudv + Gdv^ + 

dove E, F, G, K sono quattro funzioni di u, v, w, circa le prime tre delle quali pos- 
siamo supporre che, per tv — o, si riducano a quelle stesse che vennero precedentemente 
designate coi medesimi simboli, e, circa la quarta, riterremo essere K o. 

Continuiamo a denotare con e i parametri differenziali di primo e secon- 
d’ordine relativi all’ipotesi dw=zo, cioè relativi al caso in cui si considerino come varia- 
bili le sole u, v; & denotiamo invece con Vi? k analoghe espressioni rispetto allo 
spazio a tre dimensioni, rispetto, cioè, al caso in cui si consideri come variabile anche 
tv. Per tale convenzione, rammentando le regole generali per la formazione dei para- 
metri differenziali ***), si ottiene dapprima, per una funzione qualunque cp, 




I /^yV. 

\dw) ’ 


*) Giornale di Matematiche, t. XY. 

**) II confronto di essa con quella che il sig. Neumann ha trovato pei potenziali logaritmici (18. D) 
conferma ancora una volta Tesattezza d’una osservazione di Lamé (LeQons sur les oooràonnhs curvilignes, 
§ 15)} già da me rilevata nel § 16 delle citate Ricerche analisi, etc. 

***) Cfir. la citata Teòrica generale dei parametri differen’giali, § 3. 
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indi 


ossia 


V.? = K9 + 

Di qui si trae, per =2 


\C9, K) . I 


K 


+ 


HKà 


1-IE.Ì±\ 

òw \ K dw J ' 


epperò 




I d H 
HKdw K ’ 


ossia, per una nota formola di Lamé *), 

I dH 


BY\^w 1 dH 

duT" ~HKdw ’ 


HKÒw 


— 4 - — 

i?, ^ i? ’ 


dove sono i raggi principali di curvatura della superficie w = costante, nel 

punto (u, V, w). 

Si può quindi scrivere 


K) 


K 


+ Xdir (xll) + (i; + x) 


d<p 


v.? = + 

ossia finalmente 

(8) V.T = A.T + ^,f--^+ + + 

dove 5 è Tarco della linea secondo cui s’intersecano le superfìcie u = cost., v = cost, 
arco contato positivamente nel senso di w crescente. 

È questa una formola generale che comprende molti risultati conosciuti e che po- 
trebbe porgere argomento ad altre applicazioni. Ma, per venire senz’altro alla questione 
che ci occupa, supponiamo che la variabile designata generalmente con w sia il segmento 
n della normale positiva condotta nel punto (u^ v) alla superfìcie o-, cosicché la famiglia 
z 4 ; = cost. sia formata delle superfìcie parallele alla data, e le famiglie u = cosl.^ t'rncost. 
sieno formate di superficie rigate normali alle precedenti. È evidente che in tal caso, 
essendo ds = ha K = i e quindi 


A^( 9 , K) = o, 


*) Legons sur les coordonnées curvilignes, p. 42. 
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cosicché Tequazione (8) diventa 


(8.) 



d(f 
dn * 


Se invece della normale positiva n si volesse considerare la normale negativa opposta 
alla si avrebbe evidentemente 


V.? = ^9 + 


0^9 



89 

dn' 


Ciò posto distinguiamo coi simboli 9 e 9' i valori che la funzione 9 prende, in 
prossimità della superficie (j, dalle due opposte parti di questa. Avremo 



d 9 
dn ’ 

df 

dn' 




equazioni in ciascuna delle quali i valori delle quantità 


E, F, G, R„ R, 

debbono naturalmente riferirsi al punto cui corrisponde il valore 9, ovvero 9', della 
funzione. Se supponiamo che i due punti sieno sopra una stessa normale, le loro coor- 
dinate saranno rispettivamente u, v, n ed u, v, n' . Ma facendo decrescere indefinita- 
mente i valori di w e di è chiaro che quelle cinque quantità tenderanno a prendere 
gli stessi valori nell’una e nell’altra equazione, tenderanno, cioè, a prendere i valori che 
loro competono nel punto (m, v ) della superficie <7, In tale stato limite potremo dunque 
scrivere 


( 9 ) 


= — - 


5 "" 9 5^9 

d 






dove 9^ e 9^^^ sono i valori che la funzione 9 prende sulla faccia positiva e sulla faccia 
negativa della superficie <7, come limiti di quelli che essa prende in prossimità di questa 
superficie dalle due opposte parti di essa. 

È questa la formula che ci proponevamo di stabilire e che esprime la discontinuità 
della seconda derivata normale d’una funzione qualunque, attraverso ad una superficie, 
per mezzo dei valori che la funzione stessa, la sua prima derivata normale e il suo 
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secondo parametro differenziale (completo) prendono da ambedue le parti della super- 
ficie, nell’immediata prossimità di essa. 

Se 9 è una funzione potenziale procedente da sole masse distribuite sulla superficie 
stessa, si ha 

Se, più in particolare, si tratta d’una funzione potenziale ordinaria 

rhda 


K = l'.; 


epperò 


dV , ÒF , 


d^V d^F 

dn'^ 




Se, invece, si tratta d’una funzione potenziale di doppio strato 




rr. r.. dW,dW 


epperò 


d^W è^W 


Questi risultati s’accordano perfettamente, come si vede, con quelli che abbiamo 
più sopra ricavati dalle formole del sig. Neumann. Col procedimento attuale essi appa- 
riscono quali semplici corollari dell’equazione di Laplace. 

Per applicare la formula (5) alle funzioni potenziali di spazio bisogna supporre 
che la densità sia continua da ambedue le parti della superficie c. In questo caso si ha 


I 

dn dn'~ ’ 


ed i valori di 


sono determinati dall’equazione di PoissoN. Il risultato che si ottiene in tal modo è 
d’accordo con quello che già si conosce *). 


*) Cfr. Kirchhoff, Mechanik, Lezione XVI, § 2, 


BELTRAMI, tOmO III. 
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Scrivendo la forinola (8J cosi 





^ 1 ? 
d n" ’ 


essa serve alla deduzione di risultati d’altro genere. Facendo, per esempio, 9 = 5 , si ha 



forinola di cui si è già fatto uso precedentemente. 

Se invece delle coordinate curvilinee speciali w si fossero considerate delle 

coordinate curviRnee generaU, in modo che la Rnea s d’intersezione delle superficie (w), 
riuscisse obliqua e non già normale alle superficie (u/), si sarebbe ottenuta una 
formola analoga alla (9), per la determinazione deUa discontinuità d’una derivata se- 
conda presa in direzione qualunque. Non credo necessario di sviluppare questo calcolo, 
e mi limito solamente ad osservare che, anche per questa via, si può pervenire aUa 
determinazione della discontinuità delle derivate d’ordine superiore, e che forse riesce 
in tal modo più agevole riconoscere le condizioni strettamente necessarie per la vaUdità 
delle formole che s’incontrano. 


Pavia, 28 Aprile 1880. 


LXIV. 


SULLA TEORIA DEGLI ASSI DI ROTAZIONE. 


Ootlectanea Mathematica (in Memoriam Dominici Chelini), Milano, Hoepli, i88i, pp. 340-362. 


Nei suoi Elementi di Meccanica, in parecchie delle sue Memorie e specialmente 
negli ultimi suoi lavori, il compianto Chelini si è molto occupato della teoria degli assi 
di rotazione e dei centri di oscillazione e di percossa, teoria che offre largo campo d’ap- 
plicazione ai concetti del Poinsot, a lui tanto graditi e famigliati. 

Un altro valente geometra italiano, il professore Turazza, ha pure egregiamente 
contribuito ad allargare la suddetta dottrina, mostrando, in base ai ricordati concetti, 
che molte proprietà degli assi permanenti rientrano, come casi particolari, in proprietà 
relative agli assi di rotazione in generale. 

Queste interessanti ricerche gettano molta luce sopra una questione fondamentale 
di dinamica, e dovrebbero oggimai far parte integrante di qualunque trattato di mecca- 
nica razionale e di qualunque corso di lezioni intorno a questa scienza. Effettivamente 
lo stesso Chelini ha dato, nei suoi Elementi di meccanica ragionale (Bologna, 1860), 
uno sviluppo maggiore del consueto alle teorie cui alludiamo, ed il professore Turazza 
ne ha fatto la base del suo ottimo libro intitolato 11 moto dei sistemi rigidi (Padova, 1868). 

Ciò nondimeno queste teorie non sono ancora entrate nel comune dominio quanto 
si dovrebbe desiderare che fossero, il che, a mio avviso, deve attribuirsi, almeno in 
parte, ai metodi che i due egregi professori hanno adoperati per lo svolgimento di queste 
dottrine, metodi senza dubbio appropriati ed eleganti, se si considerino in sè stessi, ma 
che forse non quadrano interamente coll’ordinaria maniera di trattazione degli argomenti 
di meccanica analitica. 

Il Chelini si vale infatti quasi sempre di considerazioni geometriche, semplici ed 
ingegnose si, ma che richieggono una traduzione, non sempre facile ed immediata, quando 
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si voglia farne Tapplicazione a problemi da svolgersi col calcolo. Il professore Turazza 
si è servito anche del calcolo, ma facendo quasi sempre scelte particolari di variabili e 
d^assi, con che le formole diventano più semplici e di più semplice deduzione, ma per- 
dono queiruniformità e quella simmetria che non solo permettono di rilevarne più pron- 
tamente il significato, ma ne rendono altresì più manifeste le mutue attinenze ed i ca- 
ratteri distintivi. 

Ora a me sembra che la teoria svolta dagli egregi geometri testé menzionati si 
possa presentare in modo da conseguire questi vantaggi, senza rinunciare alla semplicità, 
anzi ponendo nella più chiara luce possibile la vera indole geometrica della questione. 
Le pagine che seguono contengono i primi fondamenti d"una esposizione informata a 
questi principi, esposizione alla quale io non prefiggo altro scopo che quello di rendere 
maggiormente note ed apprezzate, se è possibile, le ricerche dei due valenti italiani, e 
che io arresto a quel punto in cui lo studioso che voglia più profondamente addentrarsi 
nella questione non può far di meglio che ricorrere alle loro Memorie originali. 

Con ciò credo anche di cooperare, benché in minima parte, ad uno dei principali 
intenti dell^ottimo Chelini, a quello, cioè, di perfezionare la forma didattica delle sin- 
gole teorie cui egli rivolse la mente. 

Consideriamo un sistema rigido, del quale sia M la massa totale e sieno t, c 
ì raggi dfinerzia rispetto ai tre assi principali del baricentro, che assumeremo come assi 
coordinati delle Sieno 1;, w le componenti, rispetto a questi assi, della velo- 

cità istantanea del baricentro t r le analoghe componenti della rotazione istantanea 
del sistema intorno ad un asse J?, passante per il baricentro stesso. 

Trasportando all’origine tutte le quantità di moto che animano il corpo si ha, come 
è noto, una risultante le cui componenti sono 

M w, Mvj Mwy 

ed una coppia risultante, le cui componenti sono 

Ma^pj Mh^qj Mc^r, 

Affinchè il moto istantaneo equivalga ad una semplice rotazione, bisogna che si 
abbia 

(i) pu qv rw — o ^ 

ed in tal caso le coordinate di un punto qualunque dell’asse di rotazione (parallelo ad 
E) soddisfanno alle equazioni 

q^ — ry = 0^ 

V rx — = o, 

w py — qx= Oy 

delle quali una e conseguenza delle altre due, in virtù della relazione (i). 
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AfEnchè invece le quantità di moto ammettano una risultante unica, bisogna che 
si abbia 

(2) a'pu -(- b^qv -f' = o, 

ed in tal caso le coordinate di un punto qualunque delibasse d^impulso, cioè della retta 
d’azione di questa risultante (perpendicolare ad f), soddisfanno alle equazioni 




( 

] h‘^q-\-‘Wx — z^;^ = o, 
( + uy — VX = 0^ 


delle quali una è conseguenza delle altre due, in virtù della relazione (2). 
Quando le due relazioni (i) e (2) sono soddisfatte ad un tempo, si ha 


pu 


qv rw 

~a^ — ¥ ’ 


(3) 

— r r — 

epperò la direzione dell’asse di rotazione determina quella dell’asse d’impulso e recipro- 
camente. 

Moltiplicando ordinatamente le equazioni (i^) per 

b^qy c^r 

e sommando, con riguardo alla relazione (2), si ha 

^ t 

(4) p q r \ = 0. 

a^p Vq c‘r\ 

Così, moltiplicando ordinatamente le equazioni (2J per 


V 

T' ’ 


w 

T 


e sommando, con riguardo alla relazione (i), si ha 

(5) 


X y 

u V tu 


u 


V w 

T 7" 


o . 


Le equazioni (4), (5) definiscono evidentemente due piani passanti pel baricentro 
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e contenenti rispettivamente Tasse di rotazione e Tasse d’impulso. I coelEcienti della 
prima equazione dipendono soltanto dai rapporti p:q:r, quelli della seconda dipendono 
soltanto dai rapporti u:v\w. Si deve dunque concludere che, fissata la direzione del- 
l’asse di rotazione, se la rotazione intorno ad esso deve generare un sistema di quan- 
tità di moto riducibili a risultante unica, bisogna che Tasse di rotazione giaccia in un 
determinato piano passante per il baricentro ; e, reciprocamente, fissata la direzione del- 
l’impulso trasmesso al corpo, se^ quest’impulso deve generare un moto istantaneo equi- 
valente ad una semplice rotazione, bisogna che Tasse di impulso giaccia in un deter- 
minato piano passante per il baricentro. 

Per ben comprendere la ragione di questi due teoremi basta osservare che, nella 
doppia ipotesi d’un moto di semplice rotazione producente risultante unica di quantità 
di moto, ipotesi rappresentata dalle equazioni (3), il fissare la direzione dell’asse di ro- 
tazione equivale, (3), a fissare la direzione del moto del baricentro, e poiché questo moto 
avviene sempre normalmente al piano condotto pel baricentro e per Tasse, ne segue 
che la direzione dell’asse di rotazione determina completamente la posizione del detto 
piano. Reciprocamente, il fissare la direzione dell’impulso equivale, (3), a fissare la di- 
rezione dell’asse di rotazione, e poiché questa direzione è sempre coniugata (nell’ellissoide 
centrale) al piano condotto per il baricentro e per la retta d’impulso, ne segue che la 
direzione di quest’asse determina completamente la posizione del detto piano. 

Subordinatamente a questo punto di vista è bene osservare che, in virtù delle equa- 
zioni (3), l’equazione (4), formata colle componenti di rotazione, é equivalente alla 

(4J ux-j-vy-i-io:(^=o, 

formata colle componenti di traslazione; e l’equazione (5), formata colle componenti di 
traslazione, è equivalente alla 

(Sa) = O, 

formata colle componenti di rotazione. Di queste due ultime equazioni (4^) e (5^), che 
risultano direttamente dalle (i e rispettivamente dalle (2^), moltiplicando ordinatamente 
per Xj 7^ e sommando, la prima rappresenta il piano condotto per il baricentro nor- 
malmente alla direzione del moto di questo punto, e la seconda rappresenta il piano 
diametrale dell’ellissoide centrale coniugato alla direzione dell’asse di rotazione. Questi 
due piani sono perpendicolari fra loro, (2). 

Da quanto precede risulta chiaramente che la doppia ipotesi rappresentata dalle 
equazioni (i) e (2), oppure dalle equazioni (3), impone una condizione necessaria tanto 
all’asse di rotazione quanto all’asse d’impulso. D primo diventa ciò che si chiama un 
asse permanente^ il secondo ciò che diremo un asse di percossa. Le direzioni di due assi 
corrispondenti, di rotazione e di percossa, sono al tempo stesso fra loro perpendicolari, 
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(i), e coniugate, (2), rispetto alFellissoide centrale; sono, cioè, le direzioni dei due assi 
di una sezione piana del detto ellissoide. 

Il punto in cui un asse permanente è incontrato dal piano ad esso perpendicolare, 
contenente il corrispondente asse di percossa, si chiama centro di permanenza; il punto 
in cui un asse di percossa è incontrato dal piano ad esso perpendicolare, contenente 
il corrispondente asse di rotazione, si chiama centro di percossa. Le equazioni dei due 
piani ora menzionati si ottengono moltiplicando ordinatamente per 

qw — rVy ru — pw^ pv — qu 

tanto le equazioni (2J quanto le equazioni (i e sommando ciascuna volta. Si ottiene 
cosi, nel primo caso. Inequazione 

p q r 

( 6 ) qy -\-v^ = \ U V VJ 

a^'p h^q c"r 

e, nel secondo caso, Tequazione (4^^). 

Dalle due equazioni (4), (5) si deducono le formole seguenti, che devono consi- 
derarsi come fondamentali nella teoria degli assi permanenti. 

Se con e X s’indicano due quantità indeterminate, l’equazione (4) dà 

/ X = (/- 4” ? 

(4.) 7 = + 

(^ = ( 7 . 

dove jy, z sono le coordinate di un punto qualunque del piano in cui giacciono tutti 
gli assi permanenti, la direzione dei quali è definita dai rapporti p:q:r. Quando si fa 
variare solamente /., il punto si sposta lungo uno stesso asse permanente; quando si 
fa variare solamente \ esso passa da un asse permanente ad un altro. 

Cosi, se con p- e v s’indicano due altre quantità indeterminate, l’equazione (5) dà 



dove Xy jy z sono le coordinate di un punto qualunque del piano in cui giacciono tutti 
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gli assi di percossa, la direzione dei quali è definita dai rapporti u:v:w. Quando si fa 
variare solamente il punto si sposta lungo uno stesso asse di percossa; quando si 
fa variare solamente v, esso passa da un asse di percossa ad un altro. 

Se con sfindicano i valori di x corrispondenti ai punti in cui un asse 

permanente incontra i tre piani principali del baricentro x = y — si ha 

x^:x^:x^ = 

epperò il rapporto dei due segmenti determinati sulf asse permanente dai detti tre piani, 
ovvero il rapporto anarmonico dei quattro punti in cui Tasse permanente incontra i tre 
piani suddetti e il piano alTinfinito, è dato da 


(y. X X 00^ 

\ X y X J 



Questo rapporto è dunque costante per tutti gli assi permanenti e non varia se ad a* , 
si aggiunge una stessa quantità. Ne segue che gli assi permanenti di qualunque 
corpo formano un complesso tetraedrale i cui piani fondamentali sono i piani principali 
del corpo e il piano alTinfinito. Tutti i corpi che, avendo a comune il baricentro e gli 
assi principali, hanno ellissoidi centrali omociclici, posseggono Tidentico complesso di 
assi permanenti, ^equazione di questo complesso è Tequazione (2) sotto la condizione (i). 

Cosi, se con s’indicano i valori di p. corrispondenti ai punti in cui un 

asse di percossa incontra i tre piani principali del baricentro x = o, y—o^ ;{_=o, si ha 




III 

'"~T * ' ri" • ~~72~ ? 

ape 


epperò il rapporto dei due segmenti determinati sull’asse di percossa dai detti tre piani, 
ovvero il rapporto anarmonico dei quattro punti in cui Tasse di percossa incontra i tre 
piani suddetti e il piano alTinfinito, è dato da 


Questo rapporto è dunque costante per tutti gli assi di percossa e non varia se ad 
"V j -A" si aggiunge una stessa quantità. Ne segue che gli assi di percossa di qua- 

lunque corpo formano un complesso tetraedrale i cui piani fondamentali sono i piani 
principali del corpo ed il piano alTinfinito. Tutti i corpi che, avendo a comune il bari- 
centro e gli assi principali, hanno ellissoidi centrali omofocali, posseggono Tidentico 
complesso di assi di percossa, ^equazione di questo complesso è Tequazione (i), scritta 
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nella forma 


= o, 


sotto la condizione (2). 

Se i valori (4J delle x, y, si sostituiscono nelle equazioni (i J si trova 


( 4 .) 

donde 

( 3 .) 


u = 

V = >.(c* — d‘)rp, 

[w = -k{a^ — b^)pq, 

pu qv rw 

b^ — c‘ — — a^ — — 


Parimente, se i valori (5^) delle x, y, si sostituiscono nelle equazioni (2J si trova 

Ip = 


v(P — c‘')vw 

òw ’ 


( 3 .) 

donde 

(30 


b 


— a^)zuu 
V — h^') u V 

c" ’ 

pu qv rw 

— — p 


suvw 


Le due costanti X e v che, come abbiamo notato, definiscono rispettivamente un asse 
permanente ed un asse di percossa, sono dunque legate, quando questi assi sono fra 
loro corrispondenti, dalla relazione 


(7) 


c^p qr\ uvwv — o. 


la quale, secondo che si vogliano assumere come date le componenti di rotazione, op- 
pure le componenti di traslazione, prende, in virtù delle equazioni (4J, (5J, le due 
forme seguenti: 


(7.) 


a‘i’£‘ + ((■= — t’)(c’ — «■)(<•■ — h')pqrVi = o, 

— (h^ — d''){c' — — b^)uvw\v^ = o . 


BELTRAMI, tOmO III. 
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Dalle equazioni (5J si deduce 


( 8 ) 


X 


+ 




Ora se il punto (x, y, :() si considera come un centro di percossa, le sue coordinate 
debbono soddisfare airequazìone (4J: quindi per un tal punto si ha 


( 8 .) 


+ 


+ 


+ 


+ 


: O. 


P* + 


Quest’equazione, in cui entra il parametro arbitrario rappresenta un sistema di 
coni quadrici, omofocali tra loro ed a quello d’equazione 


a\x^ + =zo. 

D’altronde la direzione (z^, u, w) dell’asse di percossa ò identica, in virtù delle equa- 
zioni (<S), a quella della normale al cono quadrico (8J sul quale si trova il punto 
(.v, V, Dunque, poiché sono due i coni quadrici del sistema (8J che passano per 

o^ni punto dello sj^azio c poiclic essi vi si intersecano ad angolo retto, si ha il teorema 
seguente: Ogni punto dello spazio e centro di percossa per due distinti assi di percossa, 
{perpendicolari fra loro ed alla retta che congiunge quel punto col baricentro; questi 
due assi sono le noriuali ai due coni quadrici del sistema ( 8 J che passano per il punto 
dato. 

Ooii ciò è a^ssegnata la legge di distribuzione degli assi di percossa nello spazio. 

Analogamente, dalle equazioni (.g,) si deduce 


(O 


+ a'-l 


_ y 


(I = 






(Pra .se il jHinto (.v, y, :^) .si considera come un centro di permanenza, le sue coordi- 
nate dclibono soddisfare all’equazione (6), la quale, in virtù delle formole (4^), si può 
scrivere più semplicemente cosi : 

( 6 J px + qy -]rri = 

quindi per un tal punto si ha 


(9„) 


X 




+ 


+ 


- + 


cy + 


X. 

X 
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Quest'equazione, in cui entra il parametro variabile ~ , rappresenta un sistema di qua- 
driche omofocali tra loro ed a quella d’equazione 


fi 




+ 




I . 


D’altronde la direzione (p, r) dell’asse permanente è identica, in v' 

zioni (9), a quella della normale alla quadrica (5^) sulla quale si trova 

Dunque, poiché sono tre le quadriche del sistema (9 J che passano pe. 

spazio e poiché esse vi si intersecano ad angoli retti, si ha il teorema 

punto dello spazio é centro di permanenza per tre distinti assi permanei. 

lari fra loro: questi tre assi sono le normali alle tre quadriche del sistema che 

passano per il punto dato. 

Con ciò é assegnata la legge di distribuzione degli assi permanenti nello spazio. 

Questa legge é notissima; non sembra che lo sia egualmente quella stabilita dianzi 
per gli assi di percossa, la quale, se può parere meno importante, é tuttavia cosi sem- 
plice da meritare d’essere menzionata insieme colla precedente. 

Adottiamo, per comodo, le abbreviazioni seguenti: 


p" =6% 

a^p^ + Fq^-\-c^r^=zH, 




w 


= K, 


V ■ r 
a^p^-{-¥q^-\-àr^=zL. 


Sostituendo i valori (4^) nell’equazione (6^) si ha 

A 


quindi il centro di permanenza é definito dalle coordinate 


(io) 


33 ^ 


SULLA TEORIA DEGLI ASSI DI ROTAZIONE. 


[64 


Sostituendo invece i valori (jj) neirequazione (4J si ha 

[A -j- V = o : 

quindi il centro di percossa è definito dalle coordinate 



Se nelle forinole (io) si conservano costanti le quantità od anche solo i 

rapporti p:q:r^ e si fa variare ^5 si ottengono i vari centri di permanenza, d^un fascio 
d’assi permanenti di direzione data. Il luogo di questi centri è una conica, i cui punti 
all’infinito corrispondono a>. = oeda\=oo: questa conica è quindi un’iperbole equi- 
latera il cui centro è il baricentro e i cui asintoti sono le due rette ortogonali 

X y X. X y _ K. 

(cf^—H)p ~ (]f¥— H)q ~ ’ 

la prima delle quali è la retta già designata con £, la seconda è la retta perpendicolare 
ad E condotta per il baricentro nel piano (4). 

Se nelle formole (ii) si conservano costanti le quantità od anche solo 

i rapporti u:v:w^ e si fa variare v, si ottengono i vari centri di percossa di un fascio 
d’assi di percossa di direzione data. Il luogo di questi centri è una retta, la quale evi- 
dentemente non è altro che l’intersezione dei due piani (4^) e (5) (per la definizione 
stessa di centro di percossa). 

Perchè le formole (io), (ii) rappresentino centri corrispondenti di permanenza e 
di percossa bisogna che le quantità j?, r, w, w sieno legate dalle relazioni (4J, (5^). 

Le diverse formole fin qui stabilite permettono di determinare in ogni caso l’asse 
ed il centro di percossa quando è dato l’asse permanente, e viceversa. Vi è però una 
relazione metrica fra questi elementi che permette di stabilire direttamente il passaggio 
dall’uno all’altro, e che viene frequentemente invocata a tal uopo. Questa relazione, 
come primo avverti il prof. Turazza, non è punto peculiare al caso che abbiamo con- 
siderato finora, al caso, cioè, della simultanea sussistenza delle condizioni (i) e (2), ma 
ha un carattere più generale. 

Per dimostrare questa proprietà supponiamo che, restando pur sempre il moto del 
solido equivalente ad una semplice rotazione, le quantità di moto generate non sieno 
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più, in generale, riducibili a risultante unica, talché, posto per brevità 

a'pu -f- q'tf 4- o'^rw = 

la quantità s sia, in generale, diversa da zero. In tale supposizione le equazioni (i^) 
continuano a rappresentare Tasse di rotazione, che diventa una retta qualunque, ma le 
equazioni (zj cessano di sussistere e sono surrogate dalle seguenti 

ap-^v:C — wy = -^, 

(ù 

hi \ 

b q-\-u!x — u:i = -^ , 

c^r uy — VX — , 

che rappresentano Tasse centrale delle quantità di moto, il quale può essere, per sem- 
plicità, designato tuttavia col nome di asse d’impulso, ed è ancora perpendicolare all’asse 
di rotazione. 

Da queste equazioni si deduce 

(i2j a^px + + vy wi) 

quale equazione del piano condotto per Tasse d’impulso e per il baricentro, talché, se 
si chiama centro d'impulso il punto in cui Tasse d’impulso incontra il piano normale 
(4J passante per Tasse di rotazione e per il baricentro, si scorge che, per tutti gli assi 
di rotazione di direzione (j?, q, r), il centro d’impulso giace nel piano (5J, cioè nel 
piano diametrale delTellissoide centrale coniugato alla direzione suddetta. Questo piano 
non é più perpendicolare al piano (4J e non contiene più gli assi d’impulso: questi, 
come i corrispondenti assi di rotazione, riempiono ora tutto lo spazio, ed i loro centri 
d’impulso riempiono tutto il piano (5^). Il piano condotto per Tasse d’impulso normal- 
mente all’asse di rotazione è ancora rappresentato dall’equazione (6). 

Moltiplicando ordinatamente le equazioni (ij per Vj w t sommando, si ha 

^ ^ 

(13) p q r — = 

U V w 




334 


SULLA TEORIA DEGLI ASSI DI ROTAZIONE. 


[64 


Moltiplicando ordinatamente le equa2Ìoni (12) per p) ^ sommandoj si ha 


(14) 


X y I 
p q r 


+ H = o. 


U V tu 


Quest’ultimo risultato è indipendente da s, e non differisce quindi da quello che 
si sarebbe ottenuto operando similmente sulle equazioni (2 relative aU’ipotesi 5 = 0. 
A questa circostanza è dovuta la generalità del teorema cui alludevamo e che ora pro- 
cediamo a dimostrare. 

Le due equazioni (13), (14) rappresentano due piani paralleli, condotti il primo 
per Tasse di rotazione, il secondo per Tasse d’impulso corrispondente. Si immagini un 
terzo piano, parallelo ai precedenti e condotto per il baricentro, piano la cui equazione è 


X y X. 

\p q r I =0, 

U V tu 

e che evidentemente è sempre compreso fra quei due. Essendo 

pqr 

U V w 


se si designano con d e con S le distanze assolute di quest’ultimo piano dal primo e 
dal secondo dei due piani (13), (14), si ha 


donde 


d.^ 


d 

H 




H a'p'^ “F ~h 






dove e designa il raggio d’inerzia del sistema rispetto all’asse condotto per il bari- 
centro parallelamente all’asse di rotazione. Si può dunque dire che la minima distanza 
d -f- ^ dell’asse di rotazione dal corrispondente asse d’impulso è divisa dall’asse E in 
due segmenti d & ^ tali che si ha sempre 

( 15 ) d.l = e% 

dove e, è una quantità che dipende soltanto dalla direzione di £*, cioè dai rapporti 
piqir, n piede della perpendicolare d -j-- S sull’asse d’impulso è il centro d’impulso ; 
il piede della stessa perpendicolare sull’asse di rotazione è un punto che il prof. Turazza 
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chiama centro di rota'^one^ e che gode evidentemente della proprietà che, trasportando 
in esso tutte le quantità di moto, si ottiene una coppia di momento minore che per 
ogni altro punto dell’asse di rotazione. 

La proprietà generale cui alludevamo è quella contenuta nell’equazione (15). Com- 
binata colla proprietà che ha il centro d’impulso di trovarsi nell’intersezione dei due 
piani (4J, (j J, essa serve ad individuare in ogni caso la posizione di questo punto, a 
stabilire la reciprocità a due a due degli assi di rotazione paralleli, etc. 

Per determinare le coordinate del centro d’impulso, si osservi che dalle equazioni 
(4J, (5 J si hanno già le relazioni 


_ y ^ ^ 

c"rv — ¥qw a^pw — c^ru ^qu — a^pv^ 

cosicché non rimane che da determinare il valore comune di questi tre rapporti nel 
detto punto. A tal fine basta ricordare che le coordinate di questo punto debbono sod- 
disfare all’equazione (14)5 oppure alle equazioni (12). Nell’uno o nell’altro modo si trova 

c^rv — ¥ qw 


a^pw — c^ru 


V qu — à'pv 


Nell’ipotesi particolare 5 = 0, si può, coll’aiuto delle relazioni (5^), che son conseguenze 
di quest’ipotesi, eliminare dalle espressioni precedenti le pj f' si ricade allora sulle 
formole (ii) relative al centro di percossa. 

Il centro di rotazione si ottiene conducendo dal centro d’impulso una retta di 
direzione 

(^qw — rVy ru — pw, pv — qu)^ 

la quale incontra necessariamente l’asse di rotazione nel punto cercato. Ora, in virtù 
delle formole (16), un punto qualunque di questa retta è rappresentato dalle coordinate 



(17) 


4- + P)g^ 

(0^ ’ 

_ ^ 

(^' + p)?^ — + p)j^^ 


(ù 
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S3é 

dove p è un parametro indeterminato. Per assegnare il valore che questo parametro 
assume nel punto cercato, basta ricordare che le coordinate di questo punto debbono 
soddisfare all’equazione (13), oppure alle equazioni (ij. Nell’uno o nell’altro modo si 
trova 

(17J H+w’ + pe^=o; 

talché introducendo nelle forinole (17) il valore di p dato da questa relazione, si hanno 
le coordinate dal centro di rotazione. NelFipotesi particolare s = o, si può, coll’aiuto 
delle relazioni (4J, che sono conseguenze di quest’ipotesi, eliminare dalle espressioni 
precedenti le w, t/, w: si ricade allora sulle formolo (io) relative al centro di perma- 
nenza. [Ad agevolare tale riduzione è bene tener presente Tidentità 

co" = — 

che segue dalle equazioni (4,)]. 

Abbiamo già veduto che i centri d’impulso relativi ad assi di rotazione paralleli 
stanno tutti in un piano, cioè nel piano (5^). Cerchiamo ora il luogo dei centri di 
rotazione corrispondenti. 

Dalle equazioni (17) si deduce 

(a^ + p)px-j- (P + p)77 + -f p)r^ = o, 

ossia, per la relazione (17J, 

(18) 0"(a"^:x: -f- — (^ + co")(px + 77 + = o. 

È questa l’equazione del piano passante per il centro di rotazione (17) e per la retta 
comune ai due piani 

a'^px -j- -j- c^r:i = o, -j- 77 + = o ? 

retta che diremo F, e che è al tempo stesso perpendicolare alla retta E e coniugata 
ad essa nell’ ellissoide centrale, talché la sua direzione è quella degli assi di percossa 
corrispondenti agli assi permanenti di direzione E. I coefficienti delFequazione (18) non 
dipendono che dai rapporti p:q:r:(ù. Ora il centro di rotazione giace anche sull’asse 
di rotazione, epperò le sue coordinate soddisfanno alle equazioni (ij; e poiché queste 
dànno 

p q r ^ 

co" = 

X y 7^ 

ossia 

(18J , 

è chiaro che eliminando co" fra le due equazioni (18) e (18J si avrà l’equazione del 
luogo cercato. 
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Dunque il luogo geometrico dei centri di rotazione d’un sistema d’ass 
rappresentato dall’ equazione 

(19) {H-^%Xx^+y^+ 7 C)—{px-^qy-^r:C)%px+<iy+rx)—^\a^px-^h^qy-\-c^rì)=o, 

ed è quindi una superficie di terz’ordine. 

Si rileva agevolmente la disposizione e la struttura di questa superficie, conside- 
randola sotto l’aspetto in cui ci si è presentata, cioè come luogo delle successive inter- 
sezioni delle due superficie (18) e (18^), per co variabile da o ad 00. La prima di queste 
superficie è, come già notammo, un piano mobile intorno alla retta F : quando co = o, 
questo piano, la cui equazione diventa 

(18J ò\a^px +b^qy + cVO — H{p x qy =z o , 

contiene la retta E ; quando co = 00, nel qual caso l’equazione diventa 
(18J px + qy + = 

il piano è invece perpendicolare alla stessa retta E, La superficie (18^) è cilindrica, a 
sezione retta circolare, e precisamente è il luogo di tutti gli assi di rotazione paralleli 

alla retta E ed aventi da questa retta una medesima distanza Per oj = o essa 

si riduce a due piani immaginari aventi a comune la retta reale £; i quali due piani, 
insieme col piano (18^.), costituiscono [come risulta dall’equazione (19)] il cono asinto- 
tico della superficie di terz’ordine. 

Di qui risulta che, per co = o, l’intersezione del piano (18) colla quadrica (18J 
è la retta E contata due volte, cosicché questa retta giace per intero sulla cubica, ed 
il piano (18J è tangente a questa in tutti i punti della retta stessa, il cui punto all’in- 
finito è un punto biplanare della cubica. Per co crescente da o ad co Tintersezione è 
un’ellisse che, dapprima infinitamente allungata, va successivamente deformandosi per 
guisa che, mentre l’asse minore, sempre diretto secondo la retta F (la quale giace per 
intero sulla cubica), va costantemente aumentando, l’asse maggiore, dapprima decrescente, 
torna a crescere insieme coll’altro e tende ad avere con esso il rapporto i, che è rag- 
giunto soltanto quando ambedue sono infiniti. 

Il baricentro giace sulla cubica ed è centro di essa. Il piano 

(18 J (P — c")qrx -f Qf — a^)rpy + — h^)pqi = 0, 

normale ai due precedenti (18J e (18^), contiene tutti gli assi maggiori delle ellissi ge- 
neratrici ed è un piano di simmetria della superficie. Esso non è altro che il piano (4) 
in cui giacciono gli assi permanenti di direzione E. 

Per ridurre a forma più semplice l’equazione (19) e per mettere in evidenza una 
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proprietà importante della cubica, consideriamo i tre piani ortogonali rappresentati dalle 
equazioni (18^), (18J, (18J. 

Nella prima di queste equazioni la somma dei quadrati dei coefficienti è uguale a 
— H'"'), nella seconda a 6*, nella terza a L 0 ^ — if*. Se dunque si pone 

(P — c^')qrx 4- (f — a^)rpy + (g" — V'')pqX. _ ^ 

\/Lr—H^ ’ 

^"(a"px -]-b^qy-j- c^ri) — H(px -j- qy-}-r:0 

px-{- qy -\-rz _y 

0 ~ 

le quantità vi, K si possono considerare come le coordinate del punto qualunque 
(x, y, ì) rispetto ai tre nuovi piani coordinati ^ = o, v) = 0, C = 0. I coseni delle 
due terne sono dati dal quadro: 




X 

y 



(h^ — c'')qr 

(c^~a^)rp 

(a^-b^)pq 


fL^ — W 

/LO" — 

y\ 

{ay^^—H)p 

(b^ %^ — H)q 

{c^r—H)r 


Ò/ZO"— ’ 


i 

P 

<1 

r 

6 

6 



il quale permette di esprimere immediatamente le x, y, 7^ in funzione delle C Per 
lo scopo nostro basta far uso della relazione 

+ = V + + 

e delle (20), mercè le quali l’equazione (19) si riduce subito alla forma semplice 
(20J ~y>VL^^ -H^ = o. 

Scrivendo quest’equazione nella forma 

I. , (_ iLV - H‘\‘ 

' + r — JFT"/ = ’ 



si scorge che le sezioni fatte nella cubica dai piani costante, cioè dai piani perpen- 
dicolari agli assi di rotazione, sono circonferenze che hanno i loro centri sull'iperbole 
equilatera 


$ = o, = 




e che sono tangenti al piano t) = o. L'esistenza di queste sezioni circolari è una con- 
seguenza necessaria del fatto che tutte le superficie cilindriche (i 8 J contengono i punti 
ciclici del piano = o. Questi punti ciclici sono punti doppi della cubica. 

Dall'essere un'iperbole equilatera la linea dei centri delle suddette circonferenze 
segue che sono pure iperbole equilatere le sezioni della cubica coi piani passanti per la 
retta E (prescindendo da questa retta stessa). Quella, fra queste iperboli, che giace nel 
piano di simmetria ^ = o, è stata già incontrata precedentemente come luogo dei centri 
di permanenza degli assi permanenti di direzione E. 

Colle nuove coordinate v], ^ l’equazione del piano (5J, in cui stanno tutti i 
centri d'impulso, diventa 

(21) — Hi = o. 

Le due superficie (20^) e (21) non hanno in comune altri punti reali che quelli della 
retta ìq = ( 0, cioè della retta F, 

Se fra le coordinate di due punti ($, 'o, C), vi', (') dello spazio si pongono 
le relazioni 

p — „ vi' = V = t 

si ottiene una corrispondenza univoca involutoria, in cui la cubica (20 J ed il piano (21) 
sono superficie corrispondenti. La cubica (20J viene cosi ad essere rappresentata sul 
piano (21) in guisa che ogni punto della cubica, considerato come centro di rotazione, 
è rappresentato dal corrispondente centro d’impulso, e viceversa. Questa correlazione 
non è, in fondo, che quella da cui dipende la reciprocità a due a due degli assi di 
rotazione paralleli. 

Si potrebbero trattare, in modo analogo, altre questioni relative a luoghi geometrici 
di centri d’impulso: ma preferiamo rimandare il lettore ai lavori del prof. Turazza, il 
quale ha considerato parecchi casi dei più importanti. Ci limitiamo ad aggiungere alcune 
formole, ricavate dalle precedenti, ed atte ad agevolare queste ricerche. 

Designiamo con x, 3/, le coordinate di un punto qualunque dell’asse di rotazione 
e con Xj , quelle del corrispondente centro d’impulso. Queste ultime si possono 

considerare come individuate dalle tre equazioni (5J, (4J e (14). Se dalla seconda e 
terza di queste si eliminano le w mediante le equazioni (ij si hanno dunque, 
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fra le le tre equazioni 

a^px^-^ b^qy^-{- o, 

\ I .x, V. Z. I 

(22) 



y. 



P 

q r 

p 

q r 

p 

? 

r 

= 0, 

X 

y X. 


3 '. 

x 

y 








+ if = o. 


Ora le due prime dànno, designando con g una indeterminata, 

= G(j>e — Hx), y^ = a{q% — Hy'), i^ = G(r® — Hì), 
dove per brevità si è posto 

0 = a^px b^qy 

Sostituendo questi valori nella terza equazione (22) si trova 

I 


G = 


p q r 
X y i 

epperò si hanno queste nuove espressioni delle coordinate del centro dhmpulso 


(23) 


pS — Hx 

— H) 

; 

r0 — 

p q r 

2 > — 

p q r 

tol 

1 

p q r 

X y 


X y X 


X y X 


mediante le quali il detto punto è determinato dalla direzione delFasse di rotazione e 
dalle coordinate di un punto qualunque di quest’asse. 

Se, per esempio, questo punto fosse il centro di rotazione, l’equazione (19) rap-^ 
presenterebbe, considerandovi le x, y^ x. coroe costanti e le pj r come coordinate di 
un punto riferito ad assi condotti per (x, jy, :() parallelamente ai primitivi, il cono (di 
terz’ordine) costituito da tutti gli assi di rotazione che hanno il centro nel punto arbi- 
trario (:x:, y^ :(). Per ciascun sistema di valori dei rapporti p:q:r soddisfacenti a tale 
equazione, cioè per ciascuna generatrice di questo cono, considerata come asse di rota- 
zione, le formolo (23) darebbero quindi il corrispondente centro di impulso. 

Le tre equazioni (22) possono anche servire all’eliminazione dei rapporti p : q:r. 
Il risultato di questa eliminazione può essere posto sotto la forma seguente 


(24) 

a" X Vy 

X y x^ 

+ 

X y X 



y, 


y, 3;. 


(a^xx^ + + c\i;) = o 
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e costituisce una relazione simmetrica fra le coordinate x, 3/, d^un punto qualunque 
d^un asse di rotazione e le coordinate del centro d’impulso relativo a que- 

st’asse. 

Quando è un punto dato, la precedente equazione rappresenta la su- 

perficie rigata luogo degli assi di rotazione che hanno in quel punto il centro d’impulso. 
Questa superficie di terzo ordine fu già incontrata dal prof. Turazza nelle prelodate 
sue ricerche: la forma sotto cui si presenta qui la sua equazione ci permette di preci- 
sarne più da vicino la natura. 

Osserviamo primieramente che l’equazione (24) si può considerare come risultante 
dall’eliminazione d’un parametro k fra le due equazioni 


a^xx^ + b"yy, + = k, 


(24J { 

d^x Vy dx. 

X y X. 

4 - k 

X y X 


dx^ h^y^ 

3 '. 

1 «' 

y^ 


= O. 


La seconda di queste, ossia l’equazione 

+ k) {y — ly^f + a‘ -\-k)(ix,-x + («" b‘ + k) (xy^ — y x^ = o 
può scriversi in questo modo : 


]/ k k k 


3'x 




)/h^c'-^k Ìc'd'-\-k ^/a'F-^k 

e però equivale alla seguente: 


= o . 


(24J 


( , f , \ , 7: [ 3:: \ 

\b^c^ + k~^ aH^-\-k}\Fc^ -{-k^ -ykj 

_ { I yy^ j_ V _ o 

-y k'^ -yk'^ a^b^-i-k) “ ‘ 


Sotto quest’ ultima forma essa rappresenta la coppia dei piani tangenti condotti dal 
punto fisso (Xj, y^j al cono quadrico 


(^4.) 


JL -1 L ^ 

.-2 I “ 


b^c‘-\-k^ àa^ 4- k ^ + k 


0; 
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mentre la prima delle due equazioni (24J rappresenta un piano parallelo al piano dia> 
metrale deirellissoide d^inerzia 


(25) 

coniugato colla retta 


d'xx^ + h^yy^ + — o 


X y 


xe passa per il baricentro e per il centro d’impulso (x ^ , retta che è comune 

a ciascuna coppia di piani (24J. Dunque la superficie di terz’ordine (24) è una super- 
ficie gobba a piano direttore, che ha la retta (25 J per direttrice doppia e la retta alFin- 
finito del piano (25) per direttrice semplice; cioè gli assi di rotazione che hanno il 
centro d’impulso in un punto dato sono tutti paralleli al piano diametrale dell’ellissoide 
d’inerzia coniugato al diametro che passa per questo punto e si appoggiano tutti a 
questa retta, da ogni punto della quale se ne spiccano due. 

Il sistema di coni quadrici omofocali (24J è identico al sistema (8 poiché si 
passa dall’equazione dell’uno a quella dell’altro ponendo 


Fra questi coni ve ne sono due, ortogonali fra loro, che passano per il punto (jx^^ 3/^, :^j): 
essi corrispondono alle due radici (sempre reali) e dell’equazione quadratica 

Le normali a questi due coni nel detto punto sono, come abbiamo già veduto, gli assi 
di percossa che hanno ivi il loro centro di percossa. I piani tangenti agli stessi coni 
sono evidentemente i piani doppi dell’involuzione costituita dalle coppie (24J, e gli 
assi di rotazione contenuti in questi piani [assi ciascun dei quali conta per due, in 
quanto si considera come sezione della superficie col corrispondente piano (24J] sono 
gli assi permanenti cui corrispondono gli anzidetti assi di percossa. 

Pongasi per brevità 


(P + k) (0^ + k) P + k) ==/ {k), 


, yy^ I 


Le equazioni dei piani doppi sono, (24J, (26), 


li" = o. 


dove l’accento semplice o doppio designa la sostituzione k = k' o k — k". Questi due 
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piani sono ortogonali. Si trova facilmente Tidentità 


a" X 

V-y c\ 

X y 



x y 




y. 


y, 



k' — 


dalla quale risulta che Tinvoluzione (24J è egualmente rappresentata dalFequazione 

(^" — + (^ — = 0. 

Le due quantità /(fe'), /(^") sono di segno contrario: quindi i due piani rappresentati 
da quest’equazione non sono reali che quando k è compreso neirintervallo fra k’ e 
Sia ora p la distanza del baricentro da un punto qualunque (x, :() della retta 

(25 J, e sia pj il valore di p per il punto 3/^, Si ha 


epperò, (24J, 


k 


^ _ _p_ 
3 '. P. ’ 

^2 rri 


<PP 


I ? 


dove è il raggio d’inerzia del corpo intorno alla retta (25 J. I punti di questa retta 
dai quali partono assi di rotazione reali, col centro d’impulso in :(j), sono 

k' k'" . . . 

quelli pei quali p è compreso fra — e "2~j questi valori di p sono amendue di segno 

contrario a p^, perchè le radici k' e k"' sono negative, quindi i detti punti formano un 
segmento finito, di lunghezza 

k' — k" 

situato dalla parte opposta del dato centro d’impulso rispetto al baricentro. Gli estremi 
di questo segmento sono i punti cuspidali della superficie gobba. Da ciascuno di essi 
parte una sola generatrice, che è un asse permanente : i piani passanti per la direttrice 
e per queste due generatrici sono perpendicolari fra loro. Da ogni punto intermedio 
del segmento partono due generatrici, cioè due assi di rotazione, i cui piani sono egual- 
mente inclinati sui due piani precedenti. Fuori del segmento non esiste alcun asse di 
rotazione reale che abbia il centro d’impulso nel punto dato. 

Essendo l’equazione (24) simmetrica rispetto alle due terne di coordinate x, 7 ^ 
ed Xj, 3/j, , la superficie gobba testé considerata è anche il luogo dei centri d’impulso 

di tutti gli assi di rotazione che passano per il punto (x^, y^, e poiché il centro 
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d’impulso d^’un asse di rotazione è sempre nel piano passante per quest’asse e per il 
baricentro, ne segue che ogni generatrice della superficie gobba è il luogo dei centri 
d’impulso di tutti gli assi di rotazione che passano per il punto (x ^ , e che giac- 

ciono nel piano determinato da quella generatrice e dalla direttrice doppia. È sotto 
questo aspetto che la detta superficie si è presentata al prof. Turazza. 

La superficie in discorso è anche analoga (benché più generale) a quella conside- 
rata dal signor Ball e denominata cilindroide dal signor Cayley. 

L’intervento di queste superficie di terz’ordine, dotate di proprietà meccaniche, è 
uno dei fatti che dovrebbero maggiormente invogliare gli studiosi ad estendere ed ap- 
profondire questo genere di questioni. 


Pavia, febbraio i88i. 


LXV. 

SULLE FUNZIONI CILINDRICHE. 


Atti della R. Accademia delle Scienze di Torino, volume XVI (i 88 o» 8 i), pp. 201-20$. 


In una Memoria inserita negli Atti della R. Accademia dei Lincei (1880) *), ho 
dato diverse espressioni della funzione potenziale d’un anello circolare omogeneo. Mi 
permetto ora di comunicare a codesta Accademia una nuova espressione della funzione 
medesima, dipendente dalle funzioni cilindriche. 

Quest’espressione si deduce da una formola che io stabilirò direttamente, partendo 
dallo sviluppo fondamentale 

(I) e--« = F„(r)+2jF,(r)cos«6, 

1 


in cui le funzioni F(r') non sono propriamente le ordinarie funzioni cilindriche deno- 
tate con /(f), ma sono con esse legate dalla relazione semplicissima 

Da questo sviluppo si ha 

(2) = — f cos n 9 i 6 . 

Jo 

Scrivendo questa formola (2), per n = o, nella forma 





*) Suir attrazione di un anello circolare od ellittico (queste Opere, Volume III, pp. 235-247). 
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si vede subito che essa è equivalente a quest’altra 

^rcos(e-«)^ 0 ^ 

qualunque sia la costante a; epperò, ponendo 

r cos X r sen x = y ^ 

si ha 

(3) {]/x^ + f) = — d 6 . 

Jo 

Ponendo di nuovo 

X = f “l- 5 cos 03 , y — s sen co , 
quest’ultima forinola diventa 

r /»27T 

Fo (l/r^ + + 2 r 5 cos co) = ^ ^.cosio-o ^ ^ 

Ora lo sviluppo fondamentale (i) dà 

^ 5 cos{ 0 -q) =zi F^ (5) 2 ^ F,^ (5) cos n 6 cos co 



quindi, osservando che gli integrali 


-j- (f) sen n 0 sen n co ; 



cos 71 6 ci 0 , 



sen 6 ci 6 


sono rispettivamente eguali a 2 :: F ^ (r) ed a zero, come risulta dairequazione (2) e 
dalla considerazione che il secondo integrale cambia di segno cambiando 9 in — 9 , si ha 


(4) Po + F + 2 r 5 cos (o) = F„ (r) F^ (^) + 2 F„ (r) F„ (i) cos w <0 . 

I 

Mutando r in ir ed 5 in — Ì5, si ottiene di qui relegante risultato che dal si- 
gnor C. Neumann fu fatto per la prima volta conoscere, e che dal signor Gegenbauer 
ricevette molti interessanti svolgimenti. 

Per r = JT la forinola (4) dà 

F(2rcos-^] = F„(ry + 2 V F^O' cosww, 

\ Z y 1 

F^(r)" = -^ f F^ / 2r cos - cosf^co dco , 


donde si conclude 
( 5 ) 
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equazione che rientra in una già stabilita dal sig. Neumann. Per « = o si ha in par- 
ticolare 

_7r 

( 6 ) FXry = -^£F,Ì2rcos^)de. 

Riprendiamo ora lo sviluppo (i). Mutando r in e moltiplicando per e"'*’', esso 
diventa 

^^(.-tcosO)r ^ 2^FXhr)e-^^cosn^. 

I 


Supponiamo, per semplicità, reali le quantità a, è, r e, nell’ipotesi che sia a quan- 
tità positiva e maggiore di b in valore assoluto, moltiplichiamo per ir e integriamo 
fra o e 00 . Otteniamo cosi 


a — è cos 0 
donde si conclude 
(7) 


= f jF^ ( è f ) e i r -j- 2 J cos n 0 f F^(br)e '''' dr , 

*J 0 ^ «7 0 

r F.(l’r).-'dr = -L£ 


cos 

a — cos 0 * 


L’integrale del secondo membro è noto : ma, senza riportarne il valore per n qua- 
lunque, ci basti considerare il caso di n = nel quale si ha 


( 8 ) rFXbr)e-dr 

•/ o 

formola nota del signor Lipschitz. 

Ciò premesso, consideriamo l’integrale 



r{F,ihr)r'"ydr. 

J o 

Sostituendo in luogo di F^(bry il valore fornito dairequazione (6), ed invertendo 
l’ordine delle integrazioni, questo integrale si converte nel seguente: 


2 

TU 




F^izbr cos 0) 




e poscia, mediante l’equazione (8), in quest’altro 


TT 



d^ 

— V cos’ 9 
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Si ha dunque finalmente, per > 1/^% 

TT 


(5) 


/ [F.ibr) 

*J 0 




)/a^ — è" sen^ 


Designando con M la massa d’un anello circolare omogeneo, si ottiene di qui, per 
la funzione potenziale V di quest’anello, la nuova espressione 


(io) F=2M r[FXbry-^Jdr, 

J o 

dove a è la semisomma delle distanze massima e minima del punto potenziato dalla 
periferia dell’ anello, è è la semidifferenza delle distanze medesime. In altri termini, a è 
la maggiore e J la minore radice positiva dell’equazione in \ 



dove p è il raggio dell’anello, ed ii^ sono le distanze del punto potenziato dall’asse 
e dal piano dell’anello medesimo. 

La precedente espressione di V non è la sola, nè la più semplice, che si possa 
dare per mezzo delle funzioni cilindriche: ma mi sembra degna di nota la relazione 
dalla quale essa ha potuto essere immediatamente dedotta. 


Pavia, 14 Gennaio i88i. 


SULLA TEORIA DELLE FUNZIONI POTENZIALI SIMMETRICHE. 


Mpniorle délV Accadeniia della Scienze delPXatiiuto di Bologna^ serie IV, lonoo II pp. 461-505. 


Nel § Vili della mia Memoria Sulla teoria delV attrazione degli ellissoidi, che ebbe 
Tonore d’essere inserita lo scorso anno nei volumi di quest’illustre Accademia *), ho 
incidentemente stabilito una relazione la quale permette di determinare la funzione po- 
tenziale d’un disco circolare, a densità variabile per corone concentriche, quando si co- 
noscano i valori che questa funzione prende sul disco stesso. 

Mi propongo ora di ritornare su quella relazione, che merita d’essere notata perchè 
dà il modo di risolvere immediatamente, sebbene in un caso particolarissimo, il più im- 
portante fra i problemi che si presentano nella teoria del potenziale, ed è, sotto questo 
rapporto, una delle pochissime forinole di tal genere che fin qui si conoscano. Si vedrà 
come, coll’aiuto di essa, si possano ottenere, agevolmente e direttamente, molte formolo 
che non vennero stabilite finora se non con procedimenti indiretti e laboriosi, insieme 
ad altre che credo nuove. Ho anche indicato diverse applicazioni dei risultati ottenuti 
nel corso della ricerca, e sembrami particolarmente degna d’attenzione la nuova forma 
sotto cui si presenta (§ io) la sopraddetta funzione potenziale, forma altrettanto semplice 
quanto singolare, la quale potrà forse dare una traccia per la risoluzione di altri impor- 
tanti problemi della teoria del potenziale. 


*) Queste Opere, Volume III, pp. 269-304. 
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§ I* 


La formola di cui si tratta, portante il numero (i6J nella citata Memoria, è la 
seguente : 



dove ^ 2 ^ è il raggio del disco, v- è una quantità che dipende mediante la relazione 



dalla distanza u d’un punto qualunque del disco dal centro, è il valore della fun- 

zione potenziale in ogni punto del disco situato alla distanza u dal centro ed M(y-) è 
la massa compresa fra Torlo del disco ed il cerchio concentrico di raggio u. 

La precedente espressione di M(z,) è la più opportuna quando si adoperino le 
variabili di cui ho fatto uso nella Memoria citata: ma, per le applicazioni che ora mi 
propongo di farne, è più conveniente di trasformarla in un’altra, la quale si ottiene 

ponendo 

a ]/ 1 — — il ^ ai \ — — s 


ed introducendo le variabili u ed 5 al posto di x. e di (a. Il risultato di tale sostitu- 
zione è 


M (^0 = 



d r'V{u')udu 


j 


dove V {u) ed M(u) sono ancora quelle stesse funzioni che ho già definite pocanzi, 
ma che vengono d’ora in avanti considerate come direttamente dipendenti dalTargomento 
cioè dal raggio del cerchio al quale esse si riferiscono. 

Si può scrivere, più semplicemente, 


(0 



F'{s)sds 


5 


definendo la nuova funzione F per mezzo dell’equazione 






F(s)sds 
Yvd — 5 ^ ■ 


*) Qui, come in ogni altra espressione in cui entrino radici quadrate di quantità positive, si in- 
tenderà sempre che tali radici debbano prendersi col segno positivo, cioè in valore assoluto. 
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Si noti che, per u = a, l’equazione (i) dà 


(li) 


M = F(a), 


dove M, che sta in luogo di M(o), designa la massa totale del disco. 

La densità h(^u) nei punti del cerchio di raggio u è espressa manifestamente dalla 
formola 


(I.) 


h(u) = 


1 dM(u) 

2lZU ili 


Questa formola, facendo conoscere la densità della distribuzione superficiale per 
mezzo dei valori che la funzione potenziale della distribuzione stessa prende nei punti 
del disco, permette evidentemente di calcolare questa funzione potenziale, per tutti i 
punti dello spazio, mediante i valori ch’essa prende in quelli del disco. Tale determina- 
zione conduce a formolo di diverso aspetto, secondo le variabili di cui si fa uso; ma 
Tespressione precedente si presta opportunamente albuso delle coordinate più naturali, 
cioè della distanza assoluta u d’un punto qualunque dello spazio dall’asse del disco e 
della distanza ;( del punto stesso dal piano del disco, distanza positiva o negativa, se- 
condo che il punto si trova neiruna o neiraltra delle due regioni in cui lo spazio è 
diviso da questo piano. 


§ z. 

Per i sistemi simmetrici intorno ad un asse, cioè per quelli la cui funzione poten- 
ziale F dipende dalle sole coordinate e è noto che l’equazione di Laplace prende 
la forma 

I 5 / dF\ 
u du\ du) ' òiC 

È comodo sostituire a quest’ unica equazione il sistema equivalente delle due equa- 
zioni simultanee 

ÒW__ dV 

du ~ di di ^ dn ^ 

in cui JV è queU’altra funzione di ii e di :( che per brevità chiamo *) associata alla 
funzione potenziale V e che, eguagliata ad una costante arbitraria, somministra l’equa- 
zione delle linee di forza esterne che esistono in ogni piano condotto per l’asse di sim- 
metria. 


*) Come nella Nota Sulle funiioni poteniiali di sistemi simmetrici intorno ad un asse (Rendiconti 
del R. Istituto Lombardo, 1878; oppure queste Opere, Volume III, pp. 115*128). 
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Se nelle precedenti due equazioni differenziali si pone 

F=UZ, 

dove U ed U sono funzioni della sola variabile mentre ZtZ sono funzioni della 
sola variabile si ottiene 


I dU. 


I dZ 


u d U 
U.du 


uU du 

Di qui si ricavano facilmente per U e Z le equazioni separate 


I dZ^ 

Tlx 


A. 

d u ' 




d^z 

dz: 


n^Z = o 5 


nelle quali n è una costante arbitraria. Determinate le Z per mezzo di queste equa- 
zioni differenziali, si ha 

Vz=UZ, 


Ora i valori generali di i7 e Z sono 


du dz ’ 


U z=z AJXnu) + BKX^u)^ 

Z= 

dove e sono, come d’uso, i simboli delle funzioni cilindriche di prima e seconda 
specie, d’ordine zero. Di queste due funzioni la seconda, K^{nu\ diventa infinita loga- 
ritmicamente per w = o, talché la presenza di questa funzione accenna all’esistenza di 
masse distribuite lungo l’asse delle x. Se dunque si escludono tali masse [le quali, come 
si vedrà in seguito (§ 8), possono essere rappresentate anche colle sole funzioni di 
prima specie], rimane semplicemente 


U = AJXnu). 


Quanto ai due esponenziali che entrano nell’espressione di Z, il primo (supponendo 
positiva la costante n) non può entrare nella funzione potenziale che per i punti della 
regione :( <^ o ed il secondo non vi può entrare che per quelli della regione 
Di qui si conclude che le espressioni 


V = Ae 

fV = Aue~^^^f'Xnu) 



l> o, 


V=Ae^^JXnu) ) 

i 

W = —Aue”yi(nu) ) 


l<o, 
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rappresentano i più semplici tipi di funzioni associate, ove si escludano, come si è detto, 
le masse concentrate sull’ asse di simmetria. 

I due precedenti valori di F, per e per coincidono fra loro al limite 

comune i — o. Non è cosi delle loro derivate rispetto a fra le quali ha luogo la 
relazione 


(dF\ 

(dF\ 

Vài 

\àl}_. 


= — 2nAJ^(nu). 


Da ciò e da altre considerazioni note, sulle quali non è qui necessario di insistere, si 
conchiude che la funzione F, definita dalle formolo precedenti, è la funzione potenziale 
d’uno strato di densità 

^(«) = 

Jé Tu 

disteso sul piano = o. 

Si può osservare che, per tale strato, la quantità di materia compresa entro il 
cerchio di 'raggio u è data da 


2 




— — jiu 


|in virtù deH’eqii azione differenziale delle funzioni 

d 

j--[«/ó(««)] + nuj^{nu) = o|. 


La suddetta quantità equivale dunque a — ^,=,+0 oppure a IV , il che rientra in 
un teorema noto di Kirchhoff *). 

Da ciò che precede si ricava senz’altro, in base a note considerazioni, che le due 
funzioni 

^ ~ fo 

W = ±:u f Jl(us)f{s)ds, 

J O 

nelle quali i segni superiori valgono per la regione 7^'^ o e gli inferiori per 



*) Zur Theorie des Condensators, nei Monatsberichte der Kgl. Preussischen Akademie der Wis- 
senschaften zu Berlin, 1877, pag. 144. 
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sono le funzioni associate relative ad uno strato di densità 

(2j h(u-) = -^fy^(us)^Cs)sds 

disteso sul piano 7^ = 0^ t che la quantità di materia compresa, in tale distribuzione, 
entro il cerchio di raggio u è rappresentata da — 

La precedente formola (2J rende nota la densità variabile dello strato per mezzo 
della funzione 0, che entra nelFespressione di F e che differenzia le varie distribuzioni 
possibili. Se si potesse, reciprocamente, esprimere la funzione 9 per mezzo della densità, 
si avrebbe, nelle formole (2), la rappresentazione delle funzioni associate relative a qua- 
lunque distribuzione di materia, sul piano = 0, della quale fosse nota la legge di 
variazione della densità. 

Ora si può giungere ad ottenere Tespressione di 9 per mezzo di senza uscire 
dalla teoria del potenziale, nel modo seguente. 


§ 3 - 

Allorché si tratta di sistemi di masse arbitrariamente distribuite nello spazio, la 
funzione potenziale elementare è quella che procede da una massa concentrata in un 
punto: ogni altra funzione potenziale è, o si può considerare, come un aggregato di 
tali funzioni elementari. Ma quando si tratta di sistemi simmetrici intorno ad un asse, 
e quando tale simmetria viene rappresentata analiticamente dalla riduzione degli elementi 
determinativi di un punto nello spazio a due soli, cioè alle coordinate u e (o ad altre 
equivalenti), la funzione potenziale elementare, dovendo anch’essa dipendere da queste 
due sole coordinate, non può più essere quella del punto materiale (escludendo sempre 
le distribuzioni lungo Tasse di simmetria), ma diventa quella del più semplice sistema 
simmetrico di punti materiali, diventa, cioè, quella della circonferenza omogenea avente 
per asse Tasse di simmetria. Importa dunque ottenere anzitutto l’espressione di questa 
funzione potenziale elementare. 

Si conoscono già molte forme diverse di tale funzione *), ma non sembra ancor 


Veggasi la mia Nota Sull’ attrazione i’un anello circolare od ellittico (Atti della R. Accademia 
dei Lincei, 1880; oppure queste Opere, Volume HI, pp. 235-247), la già citata Memoria Sulla teoria 
àelV attrazione degli ellissoidi e la Nota Sulle funzioni cilindriche (Atti della R. Accademia di Torino, 1881 ; 
oppure' queste Opere, Volume III, pp. 345-348). 
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nota, od almeno esplicitamente avvertita, quella che rientra nel tipo (2) e che è di es- 
senziale importanza per lo scopo delle presenti ricerche *). 

Essa si ottiene molto agevolmente partendo dalla nota serie di C. Neumann 

J, (|/x* +/ — ixycos^) ^ /„ (a) a ( 3^) + 2 J (x) /„ Q-) cos « 6 , 

I 

la quale dà in particolare 

J ^27r 

— 2 xy cos 9 ) d 6 . 

O 

Se in questa forinola si pone x = uSy y = as e se, dopo averne moltiplicati i due 
membri per (secondo che è > o oppure ;( << o), s’integra fra o ed oo, si 

ottiene 

/ dd — 2aMcosO)d5, 

0 J 0 j o 

ossia, per un noto teorema di Lipschitz, 


/ OO 

e^'^^JXtis)JXas')ds = J — 


dd 


~j- cos 6 


Ora il secondo membro di quest’ ultima equazione rappresenta visibilmente la fun- 
zione potenziale della circonferenza omogenea di raggio a e di densità lineare — , situata 

nel piano :^ = o, col centro nel punto u — o. Dunque, riducendo ad i la densità e 
denotando con v la funzione potenziale di questa circonferenza e con w la funzione 
associata, si ha 


(3) 


w 


= 2T.al e^^‘J^(us)JXas')ds, 

J o 

r400 

= + 2Tzau I 

J o 


S , 


La prima di queste forinole rientra esattamente nel tipo (2) e soggiace alla stessa 
regola per ciò che spetta ai segni. La seconda risulta giustificata a priori dal confronto 
delle precedenti espressioni (3) colle formole generali (2). 


*) La formola data da Kirchhoff nella Memoria Ueb^r d&n inducirten Magnetismiis eims unbegrm^ten 
Cylinders (nel t. XLVIII del Journal fùr die reine und angewandte Mathematik, pag. 348) e ridimostrata 
da Heine nella Memoria Die FouRiER-B^ssELsche Function (t. LXIX del medesimo Giornale, pag. 128) 
è simile ma non identica a quella di cui qui sì parla, ed è soggetta ad una restrizione che non s’ap- 
plica a questa. 
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La funzione <p ha dunque, per la funzione potenziale elementare, la forma 
epperò dalla formola (2J si può concludere a priori che Tintegrale 

Aev’essere nullo per tutti i valori di u diversi da ed infinito per u — a (la qual se- 
conda parte è evidente per sè stessa). Questo risultato trova la sua conferma in molte 
formole note, a cagion d’esempio in un elegante teorema di Sonine *), dal quale risulta 
che Tintegrale 

•J o 

è nullo ogni volta che con tre segmenti rettilinei di grandezza a, c non si può co- 
struire un triangolo. 

Conoscendosi ora la funzione potenziale elementare sotto la forma (2), è facile 
determinare il significato generale della funzione 9. Infatti se, come precedentemente, 
si chiamano F", W le funzioni potenziali d’una distribuzione simmetrica piana, di densità 
variabile h(u)^ si ha manifestamente 



[Si potrebbe supporre, più generalmente, che tale distribuzione non occupasse che una 
parte del piano :(=o, cioè un cerchio, od una corona circolare, o più corone circolari, 
nel qual caso i due precedenti integrali non dovrebbero estendersi che alle porzioni del 
raggio indefinito a che cadono entro il cerchio od entro le corone circolari. Ma è più 
comodo estendere l’integrazione da o ad 00, intendendo che la funzione h{a) abbia 
valori diversi da zero soltanto nelle dette porzioni del raggio a. Quest’osservazione deve 
ripetersi per altri casi analoghi]. Ora le due precedenti espressioni, in virtù delle for- 
mole (3), possono essere scritte cosi: 

V = 2 7 : j J s) d s 1 J^{as)h(^a)ada^ 

o «/ o 

W — + 2-U f Jl{iis')ds f J^{as)h{a')ada, 

«/ 0 J Q 



) Recherches sur les fonctions cylindriques, etc., nel t. XVI dei Mathematische Annalen, p. 46. 
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talché, ponendo 


-i: 


JXas)h(a)ada = (p(j), 


esse si convertono in quelle date dalle formole (2). Confrontando quest’ultima equazione 
colla (2^) si scorge che hanno luogo le due relazioni reciproche 


( 4 ) 


^00 

)(u) = 2 7 : I J^(us)h(s)s ds , 
1 


la prima delie quali serve ad esprimere la funzione cp per mezzo della densità ^ e la 
seconda serve ad esprimere la densità h per mezzo della funzione cp. 

Dalla combinazione di queste due relazioni emerge il teorema importante 


?(«)= / / /o(^0?(0^^^ 

•/ o t/ 0 

che è del tutto analogo a quello di Fourier e che è stato scoperto da Hankel *). 
Questo teorema è valido anche quando la funzione è discontinua. Per esempio, se si 
tratta d’un disco di raggio a e se si applica il teorema in discorso alia densità scri- 
vendo 

o «/ o 

la funzione h(u) riesce nulla per u > a. 


§ 4 - 

Veniamo ora alla determinazione della funzione potenziale V per mezzo dei valori 
che essa prende sul piano :(_ = o. 

Quando questi valori sono dati per tutti i punti del piano, tale determinazione 
riesce semplicissima. 

Sia infatti V (tì) la funzione che rappresenta, da u = o ad ii=oo^ la successione 


*) Veggasi la Memoria postuma Die FouRiEiCschen Reihen uni Integrale fùr Cylinlerfunktionen 
(nel t. Vili dei Mathematische Annalen, p. 471). Hankel deduce, a posteriori, le equazioni reciproche 
(4) dal suo teorema, il quale del resto vale per le funzioni cilindriche d’ogni ordine. 
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dei valori prescritti alla funzione potenziale. La prima delle formole (2) dà, per :^=o, 

equazione che si può scrivere cosi 

Ora quest’equazione ha la stessa forma della seconda equazione (4), colla sostituzione di 
al posto di 

h (iC ) , 9 ( 5 ). 

Quindi la prima equazione (4) dà, colle stesse sostituzioni, 

^ JXus)V{s-)sds, 

ossia 

J o 

La cercata funzione potenziale è dunque data, (2), insieme colla sua funzione associata, da 

f f JXus)JSsf)V(t)stdsdt, 

«/ 0 «/ 0 

W = + u r f e^'^'J’^(^us)J^Qt)FQ')stdsdt. 

*J O fj Q 

Quando la materia è distribuita soltanto sopra il disco di raggio a, la prima equa- 
zione (4), che in tal caso diventa 


(5) 


f(u) = 2TzJ^ J^(us)h{s)sds, 


insegna ancora a determinare la funzione potenziale per mezzo della densità. Ma se, 
invece della densità, è dato il valore della funzione potenziale nei soli punti del disco 
(ciò che pur basta ad individuarla), la determinazione di 9 è meno facile, poiché questa 
funzione deve soddisfare alle due equazioni simultanee 


(5j 


4(Mr)cp(r)dr = F(m), per u<^a, 

3 

= o> per M > as. 
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la seconda delle quali esprime, (4), che la densità h è nulla nei punti del piano :^ = o 
che sono esterni al disco. 

Ora questo nuovo problema viene appunto risoluto direttamente dalla formola (i), 
che ho richiamata al principio e che fa conoscere la densità della distribuzione per 
mezzo dei soli valori che la funzione potenziale prende nei punti del disco; giacche, 
nota che sia la densità, la funzione cp resta determinata dall'equazione (5), e le equazioni 
(2) fanno conoscere V t W. Si può anzi dare alla funzione cp una forma semplicissima, 
che agevola grandemente Tapplicazione del processo ora indicato. 


§ 5- 

Sostituendo dapprima nell’equazione (5) il valore di h dato dalla formola (i si ha 


dr, 


ossia 


/ ^ r r !■ ^àM{r) 

f{s) = M-j-sf J[{rs)M(r')dr, 

J 0 

dove M ha il valore (ij. Introducendo in quest'ultima formola il valore (i) di M(r), 

? (5) = M + s£ J[{rs)drj" , 

ossia, per il teorema di Dirichlet, 

= Af + s f'F'Oìtdl réPè ■ 


Ma Tintegrale 

r'J’„(rs)dr 

equivalente a 

1 


— f /j(5/sen6)d0, 
wJ 0 

ha il valore 


cos St I ^ 


7 t ' 

*) Veggasi la mia Nota Intorno ad nn teor&ma di Abel e ad alcune sue applicazioni, nei Rendiconti 

del R. Istituto Lombardo (1880) ; 

oppure queste Opere, Volume III, pp. 248-257. 
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dunque 


= M + £ (cosst — i)F'(f)dt, 


ossia finalmente, per le equazioni (ij, (i^), 


pa. 

cp (5) = / F' (t) cos st.dt . 

o 


Tale è Tespressione che ci proponevamo di stabilire, ed alla quale si possono dare 
altre forme. Cosi, eseguendo un'integrazione per parti, si ha subito la seguente 


<fQ) = Mcosas~\-sl F(t) sen st,di 

J o 


ed un'altra se ne ottiene supponendo derivabile la funzione V (u). Infatti, se per un 
momento si pone — s"" = r nelhequazione (i J, si ha 


donde 


.'^F(u)= / V{\lu^ — r^)dr, 


^F{u)^Vio)-\.u £ 


— r^)dr 
1 /m" — 


ossia, rimettendo per r il suo valore, 


LF(«)=r(o)+« 


Sostituendo neirequazione ( 6 ) questo valore della derivata di F si ha 


. . 2 V To') sen as , 2 ^ 

? w = -7— + — / 

^ ^ ^ Jo 


t cos st.dt 


' V'(r)dr 


Prima di procedere più oltre è bene verificare che la funzione ( 6 ) soddisfa effetti- 
vamente alle due equazioni (jJ, cioè che si ha 


na 

I / F' (t) COS s t.dt = V{ii)^ per n<^a^ 

0 J 0 

f F'(t)cos st.dt = o, perM>a. 


A tal fine si osservi che la prima di queste equazioni equivale alla seguente: 

/»oo 

F'(t)dt I J^(us)cos st.ds — V(u), uC^a, 

O V o 



66 ] 


SULLA. TEORIA DELLE FUNZIONI POTENZIALI SIMMETRICHE. 


361 


la quale, in virtù delle forinole *) 

/„(m^)cos st.ds = , per I < u, 

/ Jo(us)cosst.ds = o, per t > u, 

0 

equivale alla sua volta a quest’altra 
^ ^ rF'(Ì)dt . 

Ora è facile dimostrare che la funzione F, definita dall’equazione (i J, soddisfa a quest’uh 
tima equazione. Infatti scrivendo t in luogo di u neirequazione (i indi moltiplicando 
per 

tdt 


ed integrando fra o ed u, si ha 


yu"" — f 


Jo ~~ ^ Jo 1 


tdt 


ossia 


fu^ — f 


Jo 

tdt 


fXf - f) 


ossia finalmente 

(7i) 




sds , 


Quest’equazione sussiste, come la (i J di cui è conseguenza, per tutti i valori di u da 
u — o ad u = a [poiché la V {u) è data in questo intervallo], epperò, derivando ri- 
spetto ad Uj se ne deduce 


d r FQ)tdt 

-j— / — — = u V(u). uC^a. 


Ora se si eseguisce la derivazione indicata nel primo membro, come si è fatto dianzi 
per passare dall’equazione (6) alla (6^), e se si osserva che dalla definizione (i J risulta 


*) H. Weber, Ueher die BESSELschen Functionen und ihre Anwendung atif die Theorie der elektrischen 
Strame (t. LXXV del Journal fùr die reine und angewandte Mathematik, pag. 75). Veggasi anche la 
Nota in fine della presente Memoria. 
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F(p) = O5 si vede subito che quest’ultima equazione coincide colla (7J; e con ciò la 
prima delle equazioni (7) è verificata *). 

Si può osservare che se, in questa stessa prima equazione (7), si supponesse 
si otterrebbe invece della relazione (7^) la seguente 


(7.) 

cosicché la formola 



F(f)dt 
— f 


V(u-), 


a; 


V(u)^ 


2 dt d V{s)sds 

Jo 1 /m= Vf — 


fa conoscere i valori che la funzione potenziale prende sul piano del disco, esternamente 
al disco stesso, per mezzo di quelli ch’essa prende all’interno. 

Passando ora alla seconda delle equazioni (7), si osservi che la formola 


^00 = ^^ 

dalla quale essa venne ricavata colla sostituzione del valore (6), può scriversi cosi 


.=.»(») =^[.r 

Ora l’an2Ì(ietta sostituzione dà 

J^(us')<^(^s')ds = I J^(us')ds I F' (f) cos s t. d t 

0 J 0 o 

J r*a nfx> 

F' {t)dt I /j (u s) cos st.ds; 

0 V 0 

ma si ha (veggasi la Nota in fine) 

/, {us) cossi, ds = — , 

O ^ 


quindi 




a) 


per t <dUy 
per ^ 7> ^ ? 
per u'^ a ^ 


*) Circa Tequivalenza e la reciprocità delle equazioni (i J e (7^) veggasi la citata mia Nota Intorno 
ad un teorema di Abel, etc. 
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u u J 


yf — u^ 


per u C^a; 


e per conseguenza 


l'Kuh (u) = o , 


F' (t)tdt 
Yf — 


u'^ a, 
u a. 


La prima di queste equazioni verifica la proprietà espressa dalla seconda delle equazioni 
(7). Dair altra si deduce 


j f»a pa p 

2 7: uh (u) du — M (u) = / -— 
« Ju 


(^t)tdt 


risultato che s’accorda perfettamente colla formola (i). 

In tal modo è completamente verificata Tesattezza della soluzione (6) ed è al tempo 
stesso direttamente dimostrata la formola (i). Cosi questa formola, che era stata assunta 
come punto di partenza, è ora stabilita indipendentemente dalle considerazioni della pre- 
cedente Memoria. 


§ é. 


Facciamo alcune applicazioni della formola (6). 

La più semplice di tutte è quella relativa alla distribuzione in equilibrio sul disco. 
Ponendo infatti V{u)— F(o), si ha subito da una qualunque delle forinole (6), (6J, 
(6J (e nel modo più diretto dairultima) 


<p(0 = 


2 V (o) sen a s 

7t S 


J 


cosicché la funzione potenziale e la funzione associata relative alla distribuzione di po- 
tenziale costante V{o) sul disco di raggio a sono date da 


.. 2 F(o) F” r / N às _ 

V — ^ J(us^stnas — ), 


. 2UV (o) 


W = ± 


Ki?) r 
^ Jo 


/ó 0 ^ 0 sen a 5 — 


0 Weber, Memoria citata. 
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<L densità di questa distribuzione è data da 

h (u) = r J^(us) stnas.ds y 

Jo 

e poiché d’altronde, per F(^s') = F(o), Tequazione (ij dà 


F{u) = ^uV{o), 


e quindi la (i) 


M(u) — a" 


cosi dall’equazione (ij si ricava il valore della densità sotto la forma ordinaria 

r(o)__i 


h(u) 


]/a^ — ’ 


u a. 


La coincidenza di questo col precedente valore di h(u) per u t l’annullarsi di 

quest’ultimo per u'^ sono proprietà che riproducono un teorema già invocato nel 
§ 5. Il paragone dei precedenti valori di F e di con quelli che già si conoscono 
sotto altre forme condurrebbe ad altri teoremi dello stesso genere, benché meno semplici. 
Poniamo, per secondo esempio, 

y r -f- u 

ipotesi che corrisponde al caso del disco indotto da una massa — i collocata nel punto 
u — o, C (la costante c si suppone positiva). In questo caso si ha, (ij. 


r — + _ 

^ Jo + — (.c^ + ^ 


^ A ^ 

- = Are COS - — , 

) ì/c^ + 


epperò, (6), 


O 


2C r"" COS st,dt 


+ f * 


La funzione potenziale e la funzione associata, per la distribuzione indotta, sono quindi 
date dalle formolo 

rr -2 r r j COS S t. dt 


+ 




f ’ 

COS st.dt 


Invertendo Fordine delle integrazioni, esse diventano effettuabili. Del resto io ho già 
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dato altrove, sotto altra forma, l’espressione in termini finiti di queste due funzioni 

Ve W*). 

Per a = 00 si ha, come è noto. 


epperò 


Vz= f ^ 

O 

IV 




+ u f e f fu s) d s = ■ _L. I . 


talché la funzione potenziale coincide (salvo nel segno) con quella del punto inducente 
o con quella del punto immagine (rispetto al piano :( = 0), secondo che il punto po- 
tenziato (^Uy :() è situato da opposta parte o da egual parte del punto inducente rispetto 
al suddetto piano. 

Poniamo finalmente, per fare un’applicazione di carattere più generale. 


j ^co 

' J(iis)'\f(s')ds ^ u a ^ 

0 

il che equivale a considerare Tinduzione prodotta sul disco da una distribuzione simme- 
trica, del resto qualunque, esistente sul piano o. In questo caso si ha 

Ma si ha pure **) 

F(t') = ^ r e~‘''^(s')sen st^ j 

Jo ^ 


epperò 


0 Veggasi la Nota Intorno ad alcune questioni di elettrostatica, nei Rendiconti del R. Istituto Lom- 
bardo, 1877 (oppure queste Opere, Volume III, pp. 73-88). Il processo ivi adoperato è sostanzialmente 
analogo al presente, se non che la soluzione era stata allora dedotta, in un modo più indiretto, da un 
teorema del prof. Dini. 

**) Nota citata Intorno ad tm teorema di Abel, etc. 
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donde 


e finalmente, (6), 


F'(f) = ~ f e (s') cos st.ds ^ 

^ •/ o 


2 r°' 

cp (5) = — J cos sLdt J ^ (r) cos rt.dr . 

Quando a è quantità finita si può ricavare di qui 

K.) = i jf 


epperò 


Quando invece a = 00, in virtù del teorema di Fourier, si ha 


V 

w 


J ^oo 

=±“f 






talché per 3; <! o l’azione del piano indotto è eguale e contraria a quella deH’inducente 
e per 3^ ^ o è eguale a quella deU’immagine dell’inducente. 


§ 7 - 

Passiamo ad altre applicazioni delle formole trovate. 


Se nella prima equazione 

(4) si pone 



H 5 ) = I 

per s a j 



h{s) = 0 

per s'^ a ^ 

si trova 





9 ( m ) = 

2iza j 

U 

Quindi le formole 




( 

27 ra f e-^’J^(us)JXcis)~ *), 

(8) 

1 

•/ 0 

' 


lìV = 

Ip ZTzau 

% 



0 Weber, Memoria citata. 
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rappresentano la funzione potenziale e la funzione associata d’un disco omogeneo, di 
raggio a c dì densità i. Determinando la densità colla seconda delle equazioni (4), si 
trova 

j ^JOO 

o 

epperò si può concludere a priori che Fintegrale 

J ^oo 

0 

dev’essere eguale ad -^5 oppure a o, secondo che u è minore o maggiore di a *). 

Dalle equazioni (8) si può subito ricavare quella funzione potenziale di doppio 
strato che si deve considerare come elementare rispetto alle distribuzioni (doppie) sim- 
metriche intorno ad un asse, cioè la funzione potenziale elettromagnetica della corrente 
circolare. Suppongasi infatti che il disco, invece d’essere nel piano ;( = o, sia nel piano 
parallelo La sua funzione potenziale, in questa nuova posizione, è 

dove il segno superiore corrisponde a ^ e Finferiore a ;( <^ C* Derivando quest’e- 
spressione rispetto a e facendo nel risultato ^ = 0, si ottiene 


+ 






Ora cosi operando si ottiene appunto (giusta la nota teoria d’AMPÈRE) l’espressione 
della funzione potenziale elettromagnetica della corrente circolare di raggio a e d’inten- 
sità I, nel piano :( = o. Designando dunque con v tale funzione e con w la sua as- 
sociata, si ha 


(9) 


w 


= ^2iza j 0^"^' jQ(j^s)J^{as)ds ^ 

/ oo 


Se la prima di queste funzioni si moltiplica per — e s’integra fra o ed 


*) Quest’importante teorema fu già stabilito direttamente da H. Weber, nella Memoria citata, e 
successivamente generalizzato da Sonine, nell’altra Memoria pure citata (pag. 39). Per u = a il calcolo 
diretto mostra che l’integrale ha il valore medio . 
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si ottiene 

ossia 

Ponendo dunque 
le due funzioni 
(io) 


^00 

g'(a)ada 1 J^(us)JXas)ds , 

O •>'0 

±2t:£ J^{ìis)ds J'o(J s) g' (f) r d r . 

K0 = 2 h: f TXrs)g’{r)rdr, 

</ O 

/♦Od 

r=± J e^^‘J^(us)i(s)ds, 

W=u r J'Xus) <];{$) às 

•/ O 


rappresentano la funzione potenziale elettromagnetica e la corrispondente funzione asso- 
ciata d^una serie continua di correnti circolari e concentriche, esistenti nel piano ^ = o 
fra u = o ed u = e cosi distribuite che la corona infinitesima compresa fra i cerchi 
di raggio u ed u-\-du è percorsa da una corrente elementare di intensità — g^(u)du. 

La precedente espressione di ^(5) può [supponendo continua la funzione ^(^)] 
trasformarsi nella seguente 

4^(5) = 27 u^i^(a)/;(a 5 )+ 2^5 f JX^s)g(r)rdr, 

tJ n 


Ora si può ammettere che la funzione ^(r), della quale non è stata definita che la de- 
rivata, sia nulla per r = a, ed in tale ipotesi si ha, più semplicemente, 


^{s) = 2r,s [ Jo{rs)g(r)rdr . 

^ O 

[Non v’è difficoltà a supporre a =: 00, cioè a supporre che le correnti invadano tutto 
il piano ; se non che in questo caso g (r) deve annullarsi per r —00 in tal guisa da 
rendere 

vale a dire che il prodotto g'(r)/r deve annullarsi per r =oo]. D’altra parte si ha 

= 2 £ JX'us)ò{s)ds 
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e, sostituendo il precedente valore di '}' (r), 

= rJM^sds rjXrs)i(rydr. 

O t/ O 

In virtù del teorema di Hankel (§ 3) il secondo membro di quest’ultima equazione 
equivale a g (u) od a zero secondo che sia u a od a. È noto inoltre che la 

quantità 

V ^ V 
471: 

rappresenta il momento magnetico del doppio strato di potenziale F nel punto tt: 
dunque questo momento, il quale è naturalmente nullo al di fuori del cerchio occupato 
dalle correnti, è eguale a g(ii) neirinterno di questo cerchio, e si hanno così le due 
relazioni reciproche 

= 2-tl. f J^(us)g(s')sds, 

J O 

= /o(«0'K0^^ 

[nella prima delle quali si suppone g (<r) diverso da zero soltanto nella regione occupata 
dalle correnti]. Queste due relazioni fanno riscontro alle (4). 

Per solo motivo di brevità ho qui ricavato il valore del momento magnetico dal 
teorema di Hankel. Esso avrebbe potuto essere stabilito direttamente, con semplici con- 
siderazioni desunte dalla teoria del potenziale elettromagnetico : tali considerazioni, ac- 
cennate già da W. Thomson, sono state da me esposte altrove *). 



§ 8. 

Scrivasi neirespressione (3) di t;, come precedentemente in quella (8) di T, ^ 
in luogo di portando cosi la circonferenza di raggio a, cui la funzione v si riferisce, 
dal piano :^ = 0 al piano :^ = C- Designando con il risultato di tale sostituzione 


*) Veggasi la A/bto stilla teoria matematica dei solenoidi elettro dinamici , nel Nuovo Cimento, 1872 
(queste Opere, Volume II, pp. 188-201), le Ricerche sulla cinematica dei fluidi, nelle Memorie delP Acca- 
demia di Bologna, 1871-74 (queste Opere, Volume II, pp. 202-379) e la Nota Intorno ad alcuni punti 
della teoria del potenziale, ibid., 1878 (queste Opere, Volume III, pp. 129-150). 

BELTRAMC, tOmO III. 
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quando 3 ; ^ e con quando b chiaro che le tre espressioni 



per c, 

per c> :( > — c, 


per — c > ;^ 


rappresentano la funzione potenziale d’una superficie cilindrica di rotazione, avente per 
asse l’asse delle terminata alla due circonferenze di raggio a nei piani ^ = c t 
— c, e di densità i. 

Eseguendo le integrazioni si trova 

V=4Tzaf g='^7„(Mr)4(as)senhci^ 

•y 0 

j^V' = 4'Ka£ (i — r"cosh^r) 4(7^5) (^' < O» 

espressioni delle quali la prima si riferisce all’ipotesi c quando si prende il segno 
superiore ed all’ipotesi — c qiSando si prende il segno inferiore, mentre la seconda 
si riferisce all’ipotesi 

Le corrispondenti funzioni associate sono 

W^ + j[%au f e.^'^'f^{us')j^(^as)stnììcs— ^ O? 

J 0 ^ 

W = 47.717^ r (e-" senh ^5 - ^i) J'^u s) J s)— 

J 0 ^ 

la seconda delle quali può anche (in virtù del teorema di H. Weber ricordato nel § 7 ) 
scriversi così: 

J ^os ^ ^ 

o ^ 

W = 4T:au 1 c~“ J'^(us')J^(^as') scnh.x,s perM^a. 

Jo ^ 

Si può verificare facilmente che i precedenti valori di F, V, insieme con quelli 
delle loro derivate prime rispetto ad « ed a sono finiti e continui in tutto lo spazio, 
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compresi i punti dei due piani i — c, 7i = — c. Fanno eccezione, rispetto alla deri- 
vata , i punti della superficie cilindrica u — a. Infatti si ha 

8 V r” r° 

— = — ^T,aj J^(as)JXus)ds — 4izaJ e-“ cosh^s JXus^JXas^ds , 
ossia, per il teorema di Weber, 

^^ — — 4 T:af coshisJ’Xtis)JXas)ds — pera>^?, 

OU J ^ % 


j e "'coshx.srQ(us)J^(^as)ds, 


per u <; a; 


e di qui si conclude 


U.Ì UU.1 DA ^Vj^AAV^liaUV... 

/dF'\ /dF'\ _ 

come doveva essere. 

Rispetto alle derivate seconde, noterò soltanto che si trova 

I d ( __ 

u d u\ d u / d:(^^ ^ ’ 

I d { dV'\ , d^V' . .. r r . . 


u dti 


/ SV'\ F' 


il qual ultimo integrale, come già si osservò nel § 3, è sempre nullo nei punti esterni 
alla superficie cilindrica, cioè per u ^ a. 

La massa totale della superficie cilindrica è ^izac. Se quindi si divide la funzione 
potenziale per 27: a, si ottiene Tanaloga funzione d’iina massa 2c distribuita uniforme- 
mente sulla stessa superficie. Se, dopo aver fatto ciò, si pone ^ = 0, si trova 


V = 2 J J ^(u s) stn\\ c s >> 

F' = 2 (i — e-" cosh x.s)J^ ~ 


e queste formole rappresentano la funzione potenziale d’una retta omogenea di densità 
I , compresa fra i punti x. = — ^ ^ = 4 “^ delFasse Se la massa totale della retta 


omogenea fosse w, si avrebbe 


/ co 


senh c s 
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e, facendo tendere t a zero, 

V = m I J^(us)ds — 

J o 


m 




si ottiene cosi la funzione potenziale d^’una massa m concentrata nel punto 
[che si poteva del resto dedurre anche più direttamente dalFespressione (3) di divi- 
dendo per 2 7: a e facendo a = o]. ColFaiuto di questa formola si può ottenere la fun- 
zione potenziale di qualunque distribuzione lineare sulPasse, senza ricorrere alle funzioni 
cilindriche di seconda specie. 


§ 9 - 


• Moltiplicando i secondi membri delle equazioni (12) per k(^d)da ed integrando fra 
o ed ^5 si trova rispettivamente 

ds r"" 

4^/ stnh OS — / J^{as)k(a)ada^ 

do ^ do 

r*” - ds r 

47: (i — e '' cosh J^(us ) — / J^(^as)k(a)adaj 

do ^ do 

cosicché, ponendo 

(13) X.(^) = 4’^y* JXas)k(a)ada, 

si ottiene nelle forinole 

I Io ^ T ’ 

I F' = ^ (i — e-“ cosh ^s)JXus)x{s)^ , 

l’espressione della funzione potenziale d’un cilindro di rotazione, terminato ai piani 
= ih di densità variabile colla distanza dall’asse secondo una legge qualunque. 

La corrispondente funzione associata è espressa dalle forinole " 


(13 a) 


(I 3 i) 


JV=z±u I e="^7; (u r)x (7 senh cs — , ‘C> d", 

W = u f senh — 310 /ó (« 0 5C (0 — > 3:' < c\ 

*J O S 

nella seconda delle quali non si devono considerare che i valori di u ^ <2, perchè per 
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ti<^a si otterrebbero punti interni alla massa cilindrica, e per questi punti la funzione 
JV' non è più atta a somministrare Inequazione delle linee di forza. 

Rispetto a questa stessa funzione fV' è pure da osservare che essa soddisfa iden- 
ticamente airequazione 

dx. ^ du ^ 

ma non soddisfa anche all’altra 

dlV^ — ÌIL 

du ^ 

se il secondo termine di W' 


— u 




non è indipendente da u. Ora esso è veramente tale, perchè, sostituendo il valore (13) 
di x(^)? diventa 


4 T.U^ 


rjxus)ds f 

%J o o 


J^(as)k(a)ada 


j /*»a /jc* 

k(^a)ada 1 J£cls)J £ us)ds y 

O 0 


ossia, in forza del teorema di Weber (dovendo essere u > d)^ 

= 4% I k(^d)ada ~ 

J O 

Il valore di fF' si può dunque scrivere anche cosi : 

fr = u £ e- J’Xus)yXas)stnhis^^ + 

Dall’equazione (13) si deduce, pel teorema di Hankel, 

(13.) = Ì rjMs)yX‘^)ada. 

4'^ t/o 

Conviene però osservare che, se la funzione x si prendesse ad arbitrio, la densità k 
risulterebbe diversa da zero per tutti i valori di cioè non si avrebbe più un cilindro 
di raggio finito. 
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§ IO. 


Riprendiamo la forinola (6) e sostituiamola direttamente nella prima *) delle espres- 
sioni (2). Considerando per semplicità la sola regione > o, si trova 


ossia 


Ora si ha 


V— f J^{us)ds f F' {f)cos st.dt ^ 
J 0 J o 

V— f F*{t)dtf J^(u s) cos s t. d s . 

J 0 J o 


I cos st.ds 


quindi (supponendo per ora > 0) 


£ 


e J^(us') cos st, ds = 


2 _j_ ty 


+ 


1 I 

2 — ^0^ 


dove i due radicali devono essere presi in modo che, per u 0, si riducano rispetti- 
vamente a it ed a ;( — it (vedi la Nota in fine). Si ottiene cosi 


^ r p'0)dt 2- r__C(0ÌL_ 

2 J„ Vu^ + (^ + ity 2 _ ijy ’ 

espressione che presenta una singolare analogia colla funzione potenziale d’una massa 
M — F {a) distribuita sul segmento dell’asse fra ;( = — a e 7^ = colla densità 
lineare \F' (t) nei punti funzione che sarebbe rappresentata da 


ir F'(t)dt ^ I r F'{t)dt 

^ Jo + a + 2 • 

La formola (14) di V mette in immediata evidenza la sussistenza dell’equazione di 
Laplace, le proprietà aH’infinito, la continuità della funzione e delle sue derivate al di 
fuori del piano :( = o. Rispetto ai punti di questo piano è da osservare che la detta 
formola (14), benché dedotta nell’ipotesi di o, è valida anche per ;^ = o. Ciò è 


*) Si ottengono risultati analoghi anche operando sull’espressione di W: ma essendo essi meno 
semplici, preferisco lasciarne la deduzione al lettore, tanto più ch’essi possono ricavarsi in vari modi 
dalle formole qui stabilite per V. 
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manifesto per il caso di m > a, e si dimostra, nel caso di m < a, colle formolo di 
Weber (cfr. la Nota). Ma si può ossei-vare che, quando :(, = o, « << a, il primo dei 
due integrali (14) si decompone nei due 

p F'(t)dt I p F'(t)dt 
mentre il secondo si decompone nei due 


p F'(t)dt i_ p F(t)dt 


cosicché, quando = 0, si ha 


r F0)ii 

Jo 


per u'^ a , 


Ora questi valori di F s’accordano perfettamente con quelli delle formole (yj, (yj 
del § ;. 

Si può osservare inoltre che, essendo F la parte reale dell’espressione 


F(i)d t 

Jo + (^ + ^* 0 " 

la derivata di F rispetto a per — o, si può considerare come la parte reale del- 
l’espressione 

i d r‘'F'(t)tdt 

u du Yu^'ZZ'f' 


Ora per u'^ a h parte reale di quest’espressione è evidentemente zero. Per ^ si 
ha invece 



F' Q)tdt 



F' O^jdt 


I F F {f)ìdt 


? 


epperò la detta parte reale è 

I 

u 

Ne consegue che 

h(u)=^ — 


d F' (t) tdt 
In J fFZITiF ■ 

I d F' (t)tdt 

2Tuudu ’ 


per u a ^ 


h(u) — o, 


per u'^ a ^ 
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cioè che la V definita dairequazione (14) è la funzione potenziale d’un disco di raggio 
la cui densità variabile h(u) è precisamente quella (ij che corrisponde ai valori (7^) 
che la medesima funzione potenziale è obbligata a prendere nei punti del disco. Questi 
risultati, mentre verificano la nuova espressione (14), porgono al tempo stesso una terza 
dimostrazione delle formole riportate nel § i. 

Come esempio semplicissimo d^ applicazione della formola (14) si può notare il caso 
della distribuzione in equilibrio di potenziale i, per la quale (§ 6) si ha 




e quindi 


■ _ r 

tj I 


àt 


. 1/“' + » 0' ’ 

e quello della distribuzione indotta dal punto u = o, = c, per la quale (§ 6) si ha 


e quindi 


F(t)z= — kxccos-J= , 


V 


nta 


àt 




Si può anche mettere sotto la forma (14) la funzione potenziale elementare 
osservando che per questa si ha 

FCf) = 4^ Are sen — : 

a 

ma riesce più interessante un’altra trasformazione di che si ottiene nel modo seguente. 
Essendo 

n 

Jo(us) = ~ I cos 5 sen 6) i 9 j 
la prima formola (3) può scriversi cosi 


V = 


r-r 


e cQs(us stn.^)ds ^ 


donde, procedendo nel modo che s’è fatto al principio di questo si deduce 


V = la 


l 


dO 


0 + (3. + ^ u sen 6 )' 


r + “‘f 




j ** sen 6)^ ’ 



66 ] 


SULLA TEORIA DELLE FUNZIONI POTENZIAU SIMMETRICHE. 


377 


o più semplicemente 

05 ) 


= 2 a ~ 

Jo 


dd 


cos 0 )“ 


Il radicale è, al solito, determinato dalla condizione di ridursi uguale a 
per a = o. 

Di qui, integrando rispetto ad ^ da o ad si ricava 


(ijJ F = 2^ ÌMCos6y — 27::^, 

espressione molto notevole, per la sua semplicità, della funzione potenziale d’un disco 
omogeneo di raggio a t ài densità i, sulla quale si possono direttamente verificare 
(usando qualche opportuno artifizio) tutte le proprietà caratteristiche di tal funzione. 
Ordinariamente l’espressione di questa funzione si deduce da quella della funzione po- 
tenziale d’un disco ellittico omogeneo, introducendo l’ipotesi dell’eguaglianza degli assi. 
Il signor Heine ha già osservato *) che la forinola cosi ottenuta si può dimostrare 
con una considerazione diretta, molto semplice ed elegante. Ma questa forinola ha pur 
sempre lo stesso carattere di quella del disco ellittico e, in particolare, le coordinate 
normali e del punto potenziato non vi figurano che indirettamente, e coU’interventa 
di una equazione di 2° grado. Invece l’espressione (15,,), che sarebbe interessante di sta- 
bilire direttamente, è formata senz’altro colle coordinate u e 

Da quest’espressione (15,^ si può dedurre facilmente, sotto forma d’integrale sem- 
plice, la funzione potenziale d’un cilindro omogeneo di rotazione (terminato a due se- 
zioni normali) : ma Tespressione che così si ottiene, e che non credo necessario di 
trascrivere, esigerebbe, per essere ridotta di comoda applicazione, uno studio accurato 
che in questo momento non posso intraprendere. 


NOTA 

Credo opportuno di aggiungere, per comodo del lettore, la dimostrazione diretta 
di una formola che comprende, come casi particolari, alcune relazioni di cui ho fatto 
uso nei §§ precedenti. 

*) Das Potential eines homogenen Kreises [Journal fùr die reine und angewandte Mathematik, t. LXXVI 
(1873), pag. 271]. 

BELTRAMI, tOmO III. 
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Pongasi 

/ 06 

/„ (w s) cos st.ds = , 

/^oo 

j {us) Sèn st.ds = Q^, 

donde 

P„ + ^Qn= j JXus')ds. 

Le quantità ti t t si suppongono reali e positive. 

Dalla formola fondamentale 

^uucos0 _ ^ 2 ^ (u s) cos n 6 

si deduce 


^_(^_ ù .-, ucose )5 _ JqÌus)^ 2^%'' cos e 

j 

donde, integrando rispetto ad ^ fra o ed oo^ 

{a) 

Si ponga ora 

(^) 

donde 


Q = -Po + * Qo + 2li’‘(-P., + i QJcosne. 

I p 


^ — it — iucos^ 1 — 2 0L COS 6 4“ 


I + 
iH 


2 a 


tic = - 


ossia 


2 a ^ h- I = O , B 

tu ^ 


(i ’ 

_ 2 a 
ili 


Osservando che, per u = si deve avere, (i^), 


a ~ o. 


:( — it 


si riconosce che i valori di a e {i, per u qualunque, sono 

iu 

+ u — *0' + 1 — i f ’ 

2 

+ (:?; — Tff + t— ii' 

dove il radicale deve prendersi in modo che, per u = o, si riduca a — it, cioè in 
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modo che, ponendo 

(.c) 

si abbia 




Ora dalPequazione (r) si ricava 


Z = i, T ~t, per 


it = ZT, 


Z^ — ~ T = x: ~ f , 

e però i valori convenienti di Z e T sono 

Z = - tj + f f ^ 

dove tanto il radicale esterno quanto rinterno devono prendersi positivamente, cioè in 
valore assoluto. 

Si osservi ora che dairequazione 


risulta 


f _ r 


a + H- (f + n = + 2 r + 2^^ + ^z+ 1 r 

e quindi, per essere le quantità ^, Z, T tutte positive, 

(i-^zy-^Q-{-Ty>u\ 

a meno che non sia ~ o, T = o, cioè 

^=o, t<iu. 

Escludendo per ora questo caso, si ha dunque, (^'), (^), 

mod a <; I , 

e però i due fattori del secondo membro dell’equazione identica 

^-T-^ = (I - «“)-(! — 

I — aacosO-l-a” ^ 

possono essere sviluppati in serie procedenti secondo le potenze crescenti di a. Molti- 
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plicando fra loro le due serie che cosi si ottengono, si ha subito 

^ ^ — ri -j- 2 a cos 9 + 2 y/ cos 2 0 ‘‘O- 

I — 2 !xcos 6 4"^ I — * 


Ma dalla relazione 


I 


— it 


si ricava, 


quindi, (è). 


- il) = |/«= + fe- i<)’ 


t — it ~ i^^cosB ^ 


= ^ I 2 ^ a’' cos n 0 ^ . 


Paragonando quest’equazione colla (a), si ottiene, per n — i, 2, 3, 


i\P. + iQJ 


y (t — i ty 


epperò si ha finalmente, (i'), 


Pn + i Qn 


( d ) Pn + iQ . 


dove, (r), 


■(/ -f- — i 0 


ity _ 


-j- (7^ — i ty \yu^ (i — ity-\-i — itj 

Vu' — ity —il — it) T ^ 
u J ’ 


+ (^ — ity = z~iT. 


Separando la parte reale dairimmaginaria nel secondo membro dell’equazione (J) 
si ottengono cosi i cercati valori di e . 

Questi valori non sono soggetti ad alcuna eccezione finché è maggiore di zero. 
Per :( = o essi si mantengono indubbiamente validi finché t é più grande di u ; ma 
se si osserva che la convergenza degli integrali e 0 ^^ dipende dal modo di compor- 
tarsi aU’infinito delle funzioni sotto il segno, e che, per la forma cui tende /„ all’infi- 
nito, queste funzioni sono (all’infinito) formate simmetricamente con t e con si ri- 
conosce subito che, anche nel caso di t la formola (J) si mantiene valida quando 
tende a zero. Il solo caso di eccezione è quello di = o, t = u, nel quale tanto gli 
integrali P„ , 0„ quanto il secondo membro della detta formola perdono ogni significato. 


*) Cfr. Heine, Hanàtuch der Kugelfunctionen (2^ ed., Berlin 1878), voi. I, pag. 243. 
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Per n = o, n = I la forinola (^d) dà 




jP — l. ^ 


a = T(' 


:( — ^ 2 


Nel caso particolare di = o si ha 


e quindi 


^ Mod ~ f) 4- _ f), 

T=]/±Mod («^ - n , 


Z = f 5 T = o, 


se tc^u; 


T = ]/f — 71 % se t^u. 


Si hanno quindi le forinole 


\CQS st.ds 


I sen st.ds 


f Jo 0 ^os s t. d s — ~ 

#/o y 

I Jo st.ds = o 

«0 

,-.00 ^ 

/ % ( 7 / 5 ) COS 5 5 = — 

•/ 0 ^ 

/ {u s) sen st.ds — — 
J 0 77 

/ /o s) cos s t. d s = o 

J o 

,'>00 ^ 

/ /o '^) stn s t. d s = ■' ~~ 1: 

*/ 0 K — 

y /j (7^ 5) cos st.ds — ^i 

J /aCO 

% (u s') sQn s t. d s = o 5 

0 


yu^—"f ’ 


t 74 


l/z?— P 


cos 5 i' =: O , 


I sen j L 5 = 


t/f — •// 


cos st.ds = — il ^ 


t %> 77 




Ira le quali sono comprese quelle di cui si è fatto uso nel § 5. 
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Nel caso di n qualunque le formole che risultano dalla decomposizione del secondo 
membro dell equazione (d) non hanno una forma molto semplice : si può tuttavia osser- 
vare che per ^ = o e t > « quell’equazione prende la forma semplicissima ' 


K + iQ„ = 



la quale permette di concludere immediatamente 




a 


_ (- 0" ( 
Vf — «n 

P - (- 0” 

^2«+I ^ * 


vr=^ 


u 


t 


) 2n 

’ 

’ 



LXVII. 

SULLE EQUAZIONI GENERALI DELL’ELASTICITÀ. 


Annali di Matematica pura ed applicataf serie II, tomo X (1880-82), pp. 188-211. 


È noto che Lamé è stato il primo a trasformare le equazioni deU’elasticità in coor- 
dinate curvilinee ortogonali. Tale trasformazione, da lui esposta per la prima volta in 
una Memoria pubblicata nel t. VI del Journal de Mathématiques (i^ Serie, 1841, pag. 52), 
è stata poscia riprodotta nella XV^ e nella XVF delle Legons sur Ics coordonnées cur- 
vilignes. 

I calcoli eleganti, ma alquanto prolissi, dell’illustre geometra francese sono stati 
notabilmente abbreviati, con procedimenti in parte diversi, da C. Neumann e dal com- 
pianto Borchardt. 

II primo di questi due Autori, neirinteressantissima sua Memoria: Ziir Theorie 
der Elasticitàt *), ha ripigliato la questione dal principio, calcolando il potenziale delle 
forze molecolari nei corpi isotropi, e deducendo direttamente le note equazioni dalla 
variazione di questo potenziale. Le semplificazioni ottenute in questo lavoro risultano 
principalmente da certe relazioni, preliminarmente stabilite dall’Autore, fra quelli che 
egli chiama coefficienti di variazione del detto potenziale, prima e dopo della trasforma- 
zione in coordinate curvilinee. (Questi coefficienti non sono altro che le espressioni per 
le quali trovansi moltiplicate le variazioni delle funzioni incognite, in quella parte della 
variazione dell’integrale che è rappresentata da un integrale d’egual ordine di moltiplicità). 

Anche Borchardt, nell’elegante articolo intitolato: Ueber die Transformation der 


*) Journal fùr die reine und angewandte Mathematik, t. LVII (1860), pag. 281. 
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in allgeimine orthogonaU Coordinaten ha fondato la sua dedu- 
deirintegrale che rappresenta il potenziale delle forze elastiche, 
da lui raggiunta deriva, sia dalla soppressione di certe parti del- 
• convertibili in integrali di superficie e che non dànno contributo 
li indefinite, sia dalla trasformazione diretta delFespressione che rap- 
xlo della rotazione elementare. 

ili iuuuu, 1 artifizio essenziale della trasformazione consiste, presso tutti tre i no- 
ti Autori, neir aggruppamento delle tre funzioni incognite e delle loro nove deri- 
sotto quattro sole espressioni distinte, che sono quelle rappresentanti la dilatazione 
cubica e le tre . componenti di rotazione. Infatti Lamé parte direttamente dalle equazioni 
cartesiane fra queste quattro espressioni, mentre Neumann e Borchardt predispongono 
il potenziale elementare in guisa che queste sole espressioni forniscano termini alle equa- 
zioni trasformate. 

Ora il detto artifizio, se permette di giungere a queste equazioni con quella mag- 
giore speditezza che la natura dell’argomento consente, lascia tuttavia neU’ombra una 
circostanza di molto interesse che, a quanto pare, non è stata ancora avvertita e che 
conduce a conseguenze del tutto inaspettate. 

Per mettere in chiara luce questo punto, incomincierò collo stabilire diretta^nente 
le equazioni generali deU’equilibrio elastico in coordinate ortogonali di specie qualunque. 

Sieno q, le coordinate curvilinee ortogonali d’un punto qualunque in uno 

spazio a tre dimensioni e sia 


(I) df=Q:^dg]+Oldcili.O\dg] 

Tespressione del quadrato d’un elemento lineare qualunque, in questo spazio. 
Facendo variare la posizione d’ogni punto, si trova 

dsys= QjìO/ql+ Q.WÀq 

Ma si ha, per i = i, 2, 3, 









*) Journal fùr die reine und angewandte Jvlathematik, t. LXXVI (1873), pag. 45 ; l’articolo tro- 
vasi riprodotto in francese nel BuUetin des Sciences Mathématiques et Astronomiques, t. Vili (1875), 
pag, 191. 
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dunque, ponendo 


(2) 


u + ^ 

' S}, 2, 

S«. = ^ + i2. 


Si , ' a ’ 

d^q, 

se, = -^ -j- , 
’ dq. ^ 

_ <2. 

“T n 


■ “ G, dq, ^ a 5 ?. ’ 
G. < 5 ?. + G, a?, ’ 


S( 


G, _j_ G, s^q. 


G. 5?, ' G. a?. ’ 


si può scrivere 

dove le tre quantità À, , definite da 

' " ~ ìs ’ 


sono i coseni degli angoli che Telemento lineare iy fa colle tre linee coordinate 5'^, 

(cosi designando, per brevità, le linee lungo le quali varia la sola coordinata , o la 
sola 5^2, o la sola g',). 

Abbiasi ora un sistema materiale continuo, occupante uno spazio connesso 5 , limi- 
tato da una superficie cr, e sia questo sistema in equilibrio sotto Fazione : i® di forze 
esterne applicate ad ogni elemento di volume d 5 e ad ogni elemento di superficie cIg; 
2® di forze interne sviluppate, in ciascun elemento d 5 , dalla deformazione che le forze 
esterne determinano nel sistema. Tale sistema, già deformato ed equilibrato, sia quello 
i cui punti sono individuati dalle coordinate q^^ g, . 

Sieno 

F dS, FJS, FJ.S 

1 J Zi y 

le componenti secondo le direzioni q ^ , ? ^3 della forza esterna agente sull’elemento 

di volume ^ 5 , e sieno 


BELTR.AMI, tOmO IH. 
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le analoghe componenti della forza esterna applicata all’ elemento di superficie dd. 

Per esprimere le condizioni d’equilibrio del sistema, s’immagini che ogni suo punto 
(?! ? 5 ?j) subisca un nuovo spostamento, per il quale le sue coordinate diventino 

?i ~f“ *4^ ^S'2? ?3 4" lavoro sviluppato in tale spostamento dalla forza 

esterna agente sull’elemento di volume dS h 

(F.Q..^i. + F.Q.^q. + F,a,^q,)dS, 

e quello sviluppato dalla forza esterna agente sull’elemento di superficie da è 

(?i Qi^qi + ?2 Qi^q^ + ?3 Qi^q^d^. 

Quanto alle forze interne, se esse non isviluppano lavoro se non in quanto lo sposta- 
mento immaginato altera le lunghezze degli elementi lineari, è manifesto che il lavoro 
da esse sviluppato sull’elemento dS non può avere che un’espressione della forma 


(0j S -f- 0 ^^ 63 4 " ^3 ^ 4 ” ^ S ^^2 4 “ ^^3 ^ ^*^5) ^ ^ 

giacché la variazione dell’elemento lineare dipende, (2J, dalle sei quantità S 9 ., e si 
annulla con esse. I sei moltiplicatori 0. , O. sono funzioni di q^^ q^^ delle quali per 
ora non occorre indagare il significato. 

Dietro quanto precede, l’equazione generale d’equilibrio è la seguente: 


(3) 




j\F. Q.'^q. + F^Q^Ìiq^ + F,Q,h,')dS 

+ f (p. 2 .^?. + p2 + Qi^q,')d^ 

56 ^ + + 63^63 + a + iì^c^^)dS=: 


o. 


Per ricavare da questa forinola le equazioni d’equilibrio, propriamente dette, bi- 
sogna trasformare debitamente gli integrali della forma 


/ 


0..SO.ÌS, 




u.^s. 


Incominciando dal primo si ha, (2), 
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e, ponendo per brevità Q = v? 


Ora dalla nota equazione 


rii 
J dq, 


ÒlqidS . 

a». T + . 


rrdvBi ^qi 

-®‘*2njc 

1 L V 

a 

j' G./cos (n 

tài,, 


dove n è la normale interna alla superficie cr, si ha 

epperò 




■ J* Q. 0 . cos (n qD ^q.da . 


Passando al secondo integrale, si ha, (2), 




ossia, per il teorema ricordato, 


J Q^ìio>JS=.~ J ' 




— 0 ( 7 , ^ Ò O, 

dq, ' dq^ 


— + 0 . cos(njjS^,]Q,ii- 

Analogamente si trasformano gli altri due integrali 

iì^ ^oj^dS j J J oj, d S . 
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Sostituendo nelF equazione (3) i valori cosi trasformati dei sei integrali 

f e,U,dS, I Hoy.dS j 

n risultato della forma 

il quale, per Tarbitrio che regna sulle variazioni , si scinde nelle tre equazioni 

S, = 0, S^ = o, 5 ^ = 0 

valide in ogni punto dello spazio 5 e nelle tre equazioni 

<7^ = 0, ^, = 0, <7^ = 0 

valide in ogni punto della superficie <7. 

Le sostituzioni effettive dànno le tre equazioni indefinite 

vi àq, J 

I \Q. àq, a dq, dqj’ 

I p(g Q 3^- 3) , ^(vej , d(Q: Q, L 


O F = — 

^ ? L àq^ 


IR.}' 


\Q:dq,~^ Q: dq,-^~Q^ dqJ’ 

V L <5(7. dq, dq, , 

^ I «3^2. , ®3^23\ 

\q: dq, a 5?3 23 ^qJ’ 


e le tre equazioni ai limiti 


/ ?i = ®, <^<3S (nq^)-j- cos (n g- J + cos (n q,) , 
j ?» = cos (« g,) + 0, cos (n g J -j- cos (n q^) , 
N ?5 = ^^» oos {n g,) -f fì, cos (w g J + 0^ cos (n g.) . 
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Queste ultime forniscono la definizione delle sei funzioni 0. , fì. : Esse infatti sono 
applicabili ad ogni porzione del sistema, qualora si rappresentino con cp. le componenti 
delle forze che si devono applicare alla superficie di tale porzione per mantenerne Te- 
quilibrio, quando la rimanente porzione è distrutta. Ora per un elemento da^ d’una 
superficie = cost. si ha dalle (4J 




„(■) _ 


Q, 


?'/’ = 


a. 


per un elemento d d’una superficie = cost. si ha 




n(^) — 




?3 


(3) 




per un elemento d <s. d’una superficie = cost. si ha 

9'/’ = ^2 3 9 Ì” = 3 9'/’ = • 

Dunque le quantità 0^ , 0^ , 0, rappresentano le tensioni unitarie che si sviluppano 
normalmente alle superficie coordinate — cost., = cost., = cost., e le quantità 
, 0^, O, rappresentano le tensioni unitarie che si sviluppano tangenzialmente 2}ì[t 
superficie. Le eguaglianze 


9<!> = 


•nfU 


9?’, 


= 9l”> 


che risultano dai valori precedenti, sono quelle che ordinariamente si desumono dalla 
considerazione del tetraedro elementare. 

Le equazioni (4) coincidono con quelle che Lamé dedusse dalla trasformazione 
delle analoghe equazioni in coordinate cartesiane *). La sola differenza consiste in ciò, 
che Lamé vi ha introdotto le derivate rispetto agli archi in luogo delle 0^ , 5 Q3 • 

ma è facilissimo passare dalfuna all’altra forma mediante forinole che indicherò più 
sotto. 

Ma quello che più importa di osservare, e che risulta all’evidenza dal processo qui 
tenuto per stabilire quelle equazioni, è che lo spazio al quale esse si riferiscono non è 
definito da altro che dall’espressione (i) dell’elemento lineare, senz’alcuna condizione 
per le funzioni , 0^ , 0, . Quindi le equazioni (4), (4 J posseggono una molto 
maggiore generalità che non le analoghe in coordinate cartesiane, e, in particolare, giova 
subito notare ch’esse sono indipendenti dal postulato d’EucLiDE. Questo fatto si collega 
intimamente con quello cui alludevo al principio. Ma prima di procedere oltre è neces- 
sario completare l’esposta teoria delle equazioni d’equilibrio elastico. 


'') Legons sur les coordonnées curvilignes (Paris, 1859), pag. 272. 
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Pongasi 



Confrontando queste quantità 6., oj. colle 8 6., Soj. definite dalle equazioni (2), si scorge 
che le seconde sono le variazioni delle prime, se si ammette che sia 


e che le coordinate 5. sieno invariabili rispetto a 8, 

Ammettendo, come d’uso, che la deformazione prodotta dalle forze esterne sia 
talmente piccola da poter trattare come diiferenziali le variazioni totali subite dalle coor- 
dinate di ciascun punto, è lecito intendere sostituite le coordinate iniziali alle finali nelle 
funzioni Q. , 0. , Q. , e, considerando le quantità z. come gli incrementi totali delle 
coordinate iniziali q., si può stabilire Tequazione 


(sj 


àds 

~dr 




A 


analoga alla (2J, per determinare la variazione totale subita dairelemento ds du- 
rante la deformazione. 

Le sei quantità 6., co. (come le precedenti 89 ., (8 co.) hanno un significato geome-^ 
trico semplicissimo. Infatti, per effetto della deformazione prodotta dalle forze esterne, 
i tre elementi lineari ortogonali 

di cui ds è la risultante, diventano tre elementi lineari ds[^ ds[ non più ortogo- 
nali ma leggermente obliqui, mentre ds diventa la risultante ds' di questi tre nuovi 
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elementi. Se dunque si designano con S,, i complementi degli angoli piani 

(^ 4 ,^ 5 ;), (ds^,ds[), {ds[,ds[), 

si ha, dalla formola elementare della risultante, 

ds' ^ = d ^ “j- ds'J^ -j- d s'^ ^ -|- lè^d s'^d -|- 2 ^^d d s' 2 d d s'^ . 


Ponendo 

dsl^==(i--j--y.Jds ^ , ds'^ = (i -j-ocjds^, ds' = (i-j-x^)ds^j ds' = (i -j-oc)ds ^ 
si ha di qui 


+ ‘^ 2 ^ + * 3 ^ ^ 1^2 ^3 ~ f ~ ^2 




Ma è evidente che si ha pure 

ds' — ds à^ds 

“ ^ Ts “77’ 

talché, confrontando il precedente valore di a colla formola ( 5 J, risulta 

of . = 9. S. = 0). . 

I j * t I 

Dunque le tre quantità 9. e le tre quantità co. rappresentano rispettivamente gli allun- 
gamenti (relativi) dei lati e i decrescimenti degli angoli di un elemento parallelepipedo 
ortogonale terminato da sei superficie coordinate. 

Si ammette, per note ragioni, che il lavoro virtuale delle forze interne 


0^50^ 0 ^ 9 ^ -j- 0^ S 9^ -"l- 12^ ^ S co, 

(riferito alPunità di volume) sia una variazione esatta rispetto alle quantità z. che de- 
finiscono la deformazione già avvenuta. La precedente espressione, mercè la sostituzione 
dei valori delle variazioni S9., ^co., che si ricavano dalle formole ( 5 ), diventa 


‘f / 0 . 5 2 0,5 0 e, 

_L e -f 

^ 2. dq, ^ àq,^ Sj dq^ 


2ii\^5x. ^ 2,^^. ^5-/ 




2. dq, 2. dq 


d Zv, 

J — ^ 

^ 5?3 ■ 
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Dalla forma di quest^espressione risulta che, se esiste una funzione II di cui essa sia 
la variazione esatta, questa funzione non può dipendere che dalle q.^ dalle e dalle 
x,., posto per brevità 

' _ 5 x. 

e propriaiuente dev’essere 


(£= I, 2, 3), 


( 6 ) 


1 _ 
a A; - 

II 

IMI 

a 2 , 

a?i 

) 

O/ 

" Il 

an 

2.ik 


an 

_ 2.iì. 

ax,^ ' 

" a 

) 

a^3 

~ 23 ’ 

a 11 



d n 


3^, ■ 

" 2 , 

? 

a^, 

~ 2. ’ 

an^ 



an 

_ 


O. 




a 


Di qui risultano le sei relazioni 

^ AH. — 

Q. 5 ^, ~ Q3 
2, an _ 2, a 11 


(= 

(= 




\ 


2 , 5 ’'-, 3 

ain_-2, an 


an _ 

a-''-; “ p~Q.j dq-, a-A.. 


(i = 1. 2, 3), 


le quali esprimono che le funzioni e le loro derivate prime entrano in fi 

soltanto nelle sei combinazioni 


epperò che si ha 

d 6 


Sn=|^S9 +1^89 +~8» +|Ì!-8<.,H-|S-S«., 




d c*)^ 


doj^ 


ossia 

(7) 


G.= 


dU 


a.: 


a 11 


(i = 1, 2, 3). 


36 .’ 

Questa conclusione poteva essere fondata sulla semplice osservazione che le sei 
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quantità 6 . , o). definite dalle equazioni (5) non sono legate fra loro da alcuna relazione 
lineare indipendente dalle a.. , . Ma la deduzione precedente mette in evidenza alcune 

relazioni che permettono di dare immediatamente alle equazioni (4) e (4J una nuova 
forma. Infatti, in virtù delle formole (6), (6^), le dette equazioni diventano 


( 8 ) 



dn 


= Jfiy-^cos (ng.) 


(i = I, 2, 3), 


ed è appunto sotto questa forma che le equazioni generali deirelasticità sono state date 
da C. Neumann, nella citata Memoria. 

Propriamente le funzioni introdotte da Neumann (come pure da Lamé) non sono 
le X. . , ma le Q. x. . , cioè sono le componenti degli spostamenti : ma è facile vedere che 
se si pone 

e quindi 

k..= 

tj tj I 



si ha, considerando 11 come funzione di k. e di 

8 11 8 II ^ . & 8 11 8 Q- 

dn _ dii ^ 

dxT.- dÀ,.^-’ 

e mediante queste relazioni le equazioni (8) si riducono subito alle seguenti: 



che sono quelle di Neumann. 

Trattasi ora di stabilire le equazioni d'elasticità per i mezzi isotropi, ossia per i 
mezzi nei quali H ha la forma 


( 9 ) 


SO 


BELTR.AMI, tOmO III. 
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ar = w" + col -j- — 4(6^ 6^ 6^ 0^ 0^ 0 J . 

he dipendono dalla natura del mezzo, sono quelle usate da Green *). 
, i rapporti di queste due costanti alla densità del mezzo rapprc- 
delle velocità di propagazione delle onde longitudinali e delle onde 




(io) 


>iova subito notare che la quantità cioè la dilatazione cubica, ha una espressione 
.0 semplice. Infatti dalle prime tre equazioni (5) si deduce facilmente 




L 5 ^, 




+ 


dq^ 




Dairequazione (9), in virtù delle (7), si deduce: 


/ 2 5(0^ -f- ^ 3 )) ^i = — J 

(II) ) 4 . 2 5(0^ + 0^), iì^ =r — 5a)^, 

( 4 - 25(0, 4 ~ 0J, O. = — 

e questi valori debbono essere sostituiti nei secondi membri delle equazioni (4), (4J. 
Tale sostituzione non offre alcuna difficoltà rispetto alle equazioni (4^). 

Rispetto alle equazioni (4) giova innanzi tutto separare la parte moltiplicata per 
A da quella moltiplicata per B. In quanto alla prima parte, si riconosce immediatamente 
che i secondi membri delle equazioni (4) si riducono a 


ossia a 
(a) 


Lv V 


— A 


dq, 


(i = I, 2, 3). 


Quanto alla parte che contiene il fattore 5 , essa ha, nel secondo membro della prima 


*) On thè laws of Reflexion and Refr action of Light (1837); v. Mathematical Paper s (London 1871), 
pag. 243. 
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equazione (4), l’espressione seguente: 

V 


a[va + 9.)] acggcoj i 

a?i a^, dq^ 


— 2 b(^ 


2. a^. 

ossia, dopo alcune riduzioni ovvie, 


“1 n /y 1 


Q. a 3-, 


Q, a? 




(«) 



L~‘ ' a?, 


23*2. 


1 a(Q’(23<o,) 

2 


+ 


ac&QJ p 
a?, a?. 

1 a(Q:aa>,) 1 

2 àq-, y 


La sostituzione diretta dei valori (5) in questa espressione (S) condurrebbe ad un 
calcolo abbastanza prolisso, come nota (nei due luoghi citati) il Lamé, il quale, appunto 
per evitare tale prolissità, preferisce partire dalle equazioni cartesiane opportunamente 
predisposte. Ma tale ripiego non sarebbe ammissibile qui, dopo la già fatta osservazione 
circa la maggiore generalità delle equazioni (4) in confronto delle cartesiane. Bisogna 
dunque effettuare l’indicato calcolo, il quale tuttavia, in base ad una induzione ragio- 
nevole, può essere d’alquanto abbreviato. Poiché, infatti, si sa che nello spazio ordinario 
le equazioni finali dell’isotropia non contengono, nei termini moltiplicati per B, che le 
componenti della rotazione elementare, è naturale di pensare che queste componenti 
debbano figurare anche nelle equazioni relative ad uno spazio più generale, essendoché 
il concetto di rotazione elementare, secondo la definizione di W. Thomson, sussiste 
per ogni spazio. 

Nelle mie Ricerche sulla cinematica dei fluidi (§ n) *) ho già dato i valori ge- 
nerali delle componenti di rotazione in coordinate curvilinee qualunque. Colle attuali 
coordinate ortogonali 5', , q^^ q, quelle forinole diventano 


I 


5(2>.)1 


_ àq. 

5?, J 

I 

“5(2: 

5(2;^)i 

^ “ 2, 2. 

L 

5?. J 


r5(2>.) 

5(2:’^oi 

’ 2.2. 

L 5?. 

5?. J 


*) Memorie dell’Accademia delle Scienze di Bologna, serie III, t. I, II, III, V (1871-74) ; oppure 
queste Opere, volume II, pag. 202. 
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dove STj, designano le doppie componenti della rotazione elementare che accom- 

pagna la deformazione del sistema 0 mezzo elastico. Queste sono pure le espressioni 
che figurano nelle equazioni trasformate di Lamé, di Neumann e di Borchardt. La 
presenza, in queste formule, dei prodotti Q]'A.^ suggerisce di porre 


e di scrivere le equazioni (5) sotto la forma seguente: 
1 dK^ I dQ 






I ag, 
2; àq. 




I 5 2. 
2; a?3 




J-ìAiv 4 -±^K 
' 2^ 5^. 2: 5?. 2; dq, 


1 dK. I 5 2, I 5 2, I 5 2. 

~ “T r ^ -^2 -^3 5 


~ 2, dq, ‘ 2:5?. 


2: 5?, 2! 5?, 

5^ 5iir, / 1 èO i5 2, \ 

^'-5 5?, ^ 5?, \2. 5?, "~2, 5?, 5/ 


Z3 

55 


2 2 <■> = ^ ^ 


Yj_^ 

'12, 5?. 




OPa— ./ i5 2. ^|I52,^\ 

2. a». - H a + à wtQ ■ 

La sostituzione di questi valori nell’ espressione (§) si effettua abbastanza agevol- 
mente, se si tengono separati i termini che contengono le derivate parziali di primo 
e second’ordine delle funzioni K . , da quelli che contengono le funzioni stesse. I primi 
si aggruppano, senza molta difficoltà, nell’ espressione 


2,231 ^?3 5 ?, J- 

I secondi costituiscono una funzione omogenea e lineare delle quantità . I 

coefficienti di questa funzione sono alquanto complicati; ma, con un po’ d’attenzione, 
essi possono facilmente ridursi ad una forma la cui simmetria fa subito riconoscere la 
legge che presiede alla composizione di tutte tre le analoghe funzioni lineari che entrano 
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nelle equazioni (4). Ponendo, cioè, 

rj a fi 5(Q.Q3) 1 I ^ ^(Q3&) ') .ari a(&a) l 

/ 1 dgag, I ^ dQ,dQ, I agagA 

\<2, dq, dq, Q, dq, dq, dq, dqj ^ 

H =nrA/jL^\4 .A/jL,^\l4 .i_^^ 

" ^'L 5 ?AG. 3 ?. / ^ <2. 5 ?. ’ 

FJL / JL j^^i— 4 - JL ^ ^ 

Lo'^jVQ, àq. } 3 ?. \2. ìj 0.2 ^Ì 2 ’ 


h ,2 = !2. 


(13) 


f 7 _ O rA/J_^\ 4 - A/J_^A 4 --i-Ì.^ 

35 Bq^ ì'^ 5 q,\Q^ dq, /J ^ dq^ 


^Q,d_Q, 

'3 ^?3 


^ _?f I , I dQ,àQ, a-g, 

^3 Q, dq, dq^ 0,dq^ dq^ dq,dq/ 

U - U I 5<2,aQ3 , I ào^òQ, yg 

3 - -3 5 ?, d?, G, 5 ?. àq^ àq^dq/ 

nr _ tr _ _L I J„ ^ Ol. 

" Q. 5 a '< 2 / 5 ^ 7 , 5 ?. 

e, tenendo conto dell’identità 

(13J '^.. + ^« + ■^33=='^’ 

si trova che la funzione lineare delle -Z; relativa alla prima delle equazioni (4) può essere 
posta sotto la forma 


ossia 

(S) 

posto 

(14) 


5^ [(«„ - ") e,«, + ".. a*. + 33 '., 

><-2 — 3 

5 a<i> 

” ^< 2 , 5 ( 2 : 10 ’ 

<& = 2i Qj^i^j — ^Xi Q"i'< ■ 


Raccogliendo le espressioni parziali (a), (y), (])') e formando le espressioni analoghe 
per la seconda e terza delle equazioni (4), si ottengono cosi le seguenti equazioni in- 
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definite dei mezzi elastici isotropi: 

^ I B , B a<& , p 

^ dà B pCQ,^) a(a ^)1 , 5 I F-n 

a?: a?^ ’ 

^ dà ^ r a(<2,à,) a(Q,àj- | r ì f -o 

!23a?,^(2.<2l a^, J+ < 2 .Q.< 2 ,a(( 23 /- 3 )-^ ’ 

Quanto alle equazioni ai limiti (4J, esse non dànno luogo ad alcuna riduzione 
degna di nota, nè differiscono dalle ordinarie, e perciò non credo necessario di qui 
trascriverle per disteso. 

Dalla forma delle equazioni (15) si deduce che, per formare le equazioni stesse 
col metodo della variazione del potenziale, basta prendere questo potenziale sotto la 
forma 

donde si può subito concludere che Fespressione 

(P 

ocrcs 

possiede lo stesso carattere invariantivo delle espressioni 

Confrontando le precedenti equazioni (15) con quelle date da Lamé, e generalmente 
ammesse, si scorge che le prime non s’accordano colle seconde se non quando la fun- 
zione sia nulla indipendentemente da ogni ipotesi sulle funzioni , il che, stante 
l’identità (13J, esige che sia 



Ora queste sei equazioni sono precisamente quelle che, nel t. V del Journal de Mathé- 
matiques e posteriormente nella delle Legons sur les coordonnées curvilignes, lo stesso 
Lamé ha dimostrato essere necessarie perchè l’espressione (i) sia una trasformata della 


o, in altri termini, perchè lo spazio in cui esiste il mezzo elastico considerato sia lo 
spazio euclideo. Dunque le ordinarie equazioni dell’isotropia sono subordinate alla verità 
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del postulato d^EucLiDE, mentre le equazioni generali (4) ne sono, come ho già osser- 
vato, indipendenti. 

A questo fatto, che è quello cui alludevo al principio del presente scritto, è dovuta 
la necessità dei vari artifizi adoperati dagli Autori citati per dedurre le equazioni delFi- 
sotropia dalle equazioni generali, quando la forma deU’elemento lineare, per findeter- 
minazione de^ suoi coefficienti, non include a priori l’ipotesi euclidea. Cosi, per esempio, 
Borchardt approfitta della forma che prende Tintegrale (15 J, quando , le coordinate 
sono le cartesiane, per ridurre senz’altro a 


la quantità sotto l’integrale. 

Se sì abbandona l’ipotesi euclidea, le equazioni (15) diventano le equazioni delVi- 
sptropìa in uno spazio di curvatura costante. Dico di curvatura costante^ perchè se la 
curvatura dello spazio fosse variabile, non sarebbe lecito considerare a priori i coeffi- 
cienti A e B dell’espressione (9) come quantità costanti. Al qual proposito si può osser- 
vare che, se la quantità A fosse variabile colle , la parte corrispondente al termine 
di 11 nei secondi membri delle equazioni (15) sarebbe ancora molto semplice, 
cioè sarebbe rappresentata, com’è facile verificare, da 


I d(A:s) 

Qi 


(i = 1, 2, 3). 


Non cosi la parte relativa all’altro termine -jBzs. 

Ora, negli spazi di curvatura costante, la funzione assume una forma sempli- 
cissima. 

Infatti l’elemento lineare di uno spazio di curvatura costante uguale ad oc può 
sempre essere posto sotto la forma indicata da Riemann 


ds = 


fdq]-ì-dql-\.dql 

I + + ?;) 


la quale si presta qui molto opportunamente per la sua simmetria. Ponendo 


Q = = ( 2 . = 2 ^= 23 , 

4 


si trova, (13)5 
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indi 

e finalmente 




Ne risulta che, quando le coordinate sono quelle di Riemann, cioè quelle che ho 
chiamato stereografiche nella mia Teoria fondamentale degli sparii di curvatura costante *), 
si ha 


Q: a 2 , 




Ora la quantità (>'-1 -f* '*^2 '/-!) è il quadrato dello spostamento del punto (5^^, 5^, 

vale a dire è quella quantità che, colle coordinate ortogonali generali cui si riferisce 
l’espressione (i), viene rappresentata da Dunque in ogni spazio 

di curvatura costante a riferito a coordinate ortogonali si ha 


(16) 

e per conseguenza 


:= 2 <2: + Qi X.;) , 

h = -3^Q, a Q,, 

^.. = ^.. = ^ 3 , = -’'- 2 . 2 . 2 ,, 

^ = H. = o. 


Queste ultime sei forinole possono essere trasformate, come le analoghe di Lamé, 
in altrettante relazioni geometriche fra le curvature delle superficie ortogonali. 

Denotando, infatti, con — la curvatura geodetica della linea d’intersezione delle 
due superficie q. = cosi., q. = cost., quando questa linea si consideri come esistente 
sulla prima superficie cosicché la curvatura geodetica della stessa linea, considerata 

invece come esistente sulla seconda superficie, sarà da denotarsi con ^ , si hanno, da 
formole note, le relazioni seguenti: 


3 2. 

2. 2. 

32 . _ 

2. 2, 

a?. ” 


dq. 


3 2. _ 

2. 23 

5 2. _ 

2.2. 

3?3 


3 ?. 

^3. 

3 2 , 

232. 

32 , _ 

2, 2. 

òqi 


3 ?. ~ 



') Annali di Matematica, serie II, tomo II (1868-69); oppure queste Opere, volume I, pag. 406. 
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Mediante queste relazioni si possono eliminare dalle ultime sei equazioni (16J 
tutte le derivate delle tre funzioni 0 ., e, se inoltre si pone 

Q.dq. = ds., 

se ne possono eziandio eliminare le Q. stesse. Cosi operando, si trova che le tre 
equazioni 

equivalgono alle seguenti : 




’ 12 '13 




ds 

d 


-(- se o , 


r I I T 


d s 




ds, 

I 


r r 

32 12 


ds. 


+ 


_]k4._L_i_J j__L_ 
^ ^ ^ 


— j— OC = 0 . 


Quanto alle altre tre equazioni 




che sono identiche a tre di quelle di Lam^, esse traduconsi nelle corrispondenti relazioni *) 
fra i raggi r.y, se non che questi debbono naturalmente considerarsi come raggi di 
curvatura geodetica e non come raggi di curvatura principale. Inoltre è da notare che 
Lamé prende le curvature con segno contrario. 

Designando con le misure di curvatura (secondo Gauss) delle tre su- 

perficie = cost., = cost., q^ = cost. nel punto {jq ^ , q ^ , 5^), e confrontando le 
precedenti equazioni (lé^,) colla nota equazione di Bonnet, si ricava 




r r 

' 21 ' 31 


+ 


a = 


T r 

' i 2 12 


+ 


r r 

15 23 


+ 


*) Le^ons sur les cooràoìvnées curvilignes, pag. 80. 

BELTRAMI, tOmO III. 
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Quando a = o, cioè quando lo spazio è euclideo, i raggi di curvatura geodetica 
(^21) ^31)5 (^32 5 ^12)? (^13? ^23) confondono coi raggi di curvatura principale delle tre 
superficie ortogonali 5'^ = cost.5 q^ = cost.^ 5^^ = cost. e i valori precedenti di 7,^ , a^, 
coincidono con quelli dati dal teorema di Gauss. 

In virtù della forma (16), trovata per la funzione <I>, le equazioni indefinite dell’iso- 
tropia in uno spazio di curvatura costante a si possono mettere definitivamente sotto la 
forma seguente: 


(17) 


B ra(Q,=j,) 

A B p(Ci^) 

Q,QX dq, 

A B r a(Q,^.) 

<2j Q.qA àq. 


5(2^)" 
'5?, . 










+ ^.= 
+ F^ = 

+ ^3 = 


Oj 

o . 


Si poteva prevedere a priori che la curvatura dello spazio non dovesse essere 
priva d’influenza sulle equazioni deirelasticità ; ma è senza dubbio sommamente notevole 
che tale influenza vi si manifesti sotto un aspetto cosi semplice. 

Non ostante questa semplicità, la teoria dei mezzi elastici negli spazi di curvatura 
costante presenta differenze rilevantissime in confronto deirordinai'ia cosi da meritare, 
a quanto mi sembra, uno studio accurato, per le conseguenze a cui essa può condurre. 

Mi restringerò, per ora, ad accennare sommariamente alcuni risultati relativi al 
caso che la deformazione elastica avvenga senza rotazione. 

Essendo nulle in questo caso le tre quantità : 3 . definite dalle equazioni (12), si 
può porre 


(18) 

e quindi, (io), 

(18J 

dove 


_ 

~ (Xàq: ’ 
3 = U , 


(18,) = 


2,2:2 


3 U?, \ 2 . \ dqJ~^dq.X Ù, ^7j/- 


Le equazioni (17) diventano in tal modo 


^7; 


[AA,U-\-4^BU]-j-QXi==^o 


(i = I, 2, 3), 


e mostrano che le forze F devono avere un potenziale V, cioè che deve essere 
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con ciò le dette tre equazioni equivalgono all’unica 
(19) 4 xBU F=o, 

nella quale si deve intendere compenetrata in U la quantità, indipendente da q^, q^, , 

che viene introdotta dall’integrazione. 

Se si suppone = o, cioè = o, si ha di qui 

(19J V=- 4 ^.BU, A^F=:o, 

e si ottiene cosi una deformazione, priva tanto di rotazione quanto di dilatazione, nella 
quale la forza e lo spostamento hanno in ogni punto la stessa (o la opposta) direzione 
e le grandezze costantemente proporzionali. Tale risultato, che non ha riscontro nello 
spazio euclideo, presenta una singolare analogia con certi concetti moderni suirazione 
dei mezzi dielettrici *). Se si ammette Teguaglianza di direzione fra la forza e lo spo- 
stamento bisogna supporre che la curvatura dello spazio sia negativa. 

Per meglio fissare le idee giova considerare una forma particolare deirelemento 
lineare dello spazio di curvatura costante a, giova porre, cioè, 


(20) ds"" ^ - sen"" (; / a ) (i r.'' -f- sen^ t) d ‘C^) , 


dove ^ è il raggio vettore condotto da un centro fisso ad un punto qualunque dello 
spazio ed 71 , C sono due angoli che determinano la direzione di questo raggio. Queste 
quantità ti, C sono le coordinate sferiche dello spazio di curvatura costante. Con tali 
coordinate si ha 


(20J ^,U=- 


sen 




a 3; 



sen 7] dy\ 


sen-/) 


dU 

(3 VI 



I u - 
sen" '/) 5 ’ 


e si soddisfa albequazione = o prendendo 
(21) C 7 = p. cot ■(/a ), 

dove p. è una costante. Questa soluzione corrisponde airordinario potenziale elementare 
newtoniano. 

Continuando a designare con x.^, gli incrementi delle tre variabili ^/i, 
dovuti alla deformazione elastica, si ha in tale ipotesi 


dU p^a 

di sen"" (^l/a) ’ 


X, = o . 


*) Maxwell, Treatise on electricity and magnetism (Oxford, 1873), t. I, pag. 63. 
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epperò, (5), 


6 = 
I 


U 


1 d^U 

2 ’ 


(*) — = <ù = o . 

I 2 5 

Le tensioni interne del mezzo sono dunque determinate, (ii), dalle componenti 


(21J 


Q rz= lì = O, = O, 


vale a dire sono rappresentate da una forza agente, come pressione o come trazione, 
nella direzione delle linee di forza, e da una forza agente in senso opposto, cioè come 
trazione o come pressione rispettivamente, nelle direzioni perpendicolari alle dette linee. 

Anche questo risultato è in armonia coi noti concetti di Faraday. Per verità 
Maxwell, svolgendo matematicamente questi concetti *), suppone eguali in valore 
assoluto la pressione nel senso delle linee di forza e la trazione nel senso normale; 
ma recentemente Helmholtz, in una nuova teoria dei dielettrici **) è già stato condotto, 
da altre considerazioni, ad ammettere la possibilità di un rapporto diverso dalFunità. 

Un’altra soluzione semplice deU’equazione U = o, considerata sotto la forma 
(20 J, è data da 

(22) Uz^[jX, 


dove p. è una costante. Questa soluzione corrisponde, anzi è identica, alfordinario 
potenziale elettromagnetico d’una corrente rettilinea che percorra Tasse polare n = o. 
Per il calcolo delle tensioni interne che si verificano in questo caso si presta però 
meglio un’altra forma delTelemento lineare, e cioè la seguente: 


d 5" = d 4 ” cos^ {u- \^oL -- - sen^ (u]/cx.)dV ^ 

a 

dove w è la distanza di un punto qualunque dello spazio da un asse fisso, è la distanza 
del piede di questa perpendicolare da un punto fisso dell’asse medesimo e è l’angolo 
che il piano condotto per Tasse fisso e per il punto qualunque fa con un piano fisso. 
Queste quantità I sono le coordinate cilindriche dello spazio di curvatura costante. 
Mediante queste coordinate si trova (supponendo che la corrente percorra Tasse 


*) Opera citata, t. I, pag. 128. 

**) Monatsberi elite der Akademie der Wissenschaften, Berlin, Februar 1881. 
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fisso u — d) 

= 0, — O, 

e quindi dalle equazioni (5) si ricava 

0, = 6 , = 9^ = 0, 

2 (A OC cos { u ]/ ol ) 


’ sexi" (uYol) 


0 , = 


. -5 co, = o . 

sen''(z^l/a) ^ 


Le tensioni interne del mezzo sono dunque determinate, (ii), dalle componenti 




= =0, 

2 5 [A a cos (^u Y d) 
sen^ (tiYo^) ^ 


= o, 

> ^ 


vale a dire sono rappresentate unicamente da una forza di torsione intorno alle linee 
uz=cost.y ^=:cost., ossia intorno alle linee che stanno in uno stesso piano con quella 
percorsa dalla corrente e che hanno i loro punti equidistanti da questa. 

Se, mantenendo Tipotesi particolare (18), si vuol considerare il moto vibratorio 
del mezzo elastico, in assenza d’ogni forza acceleratrice esterna, bisogna ammettere che 
la funzione U dipenda, oltre che dalle coordinate dal tempo e porre 


ossia, (18), 



? 


I ^ / _ d^U^\ 

'Q]~5g\ ^'àrj 


5 


dove p è la densità. Quest’ ultima relazione, confrontata colla (i8^), dà 


„ d^[/ 


epperò Tequazione generale del moto vibratorio, ricavata dalla (19), è 
(23) + 

Si ponga, per considerare una vibrazione stazionaria semplice, 
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dove W è una funzione delle sole coordinate e t, jx sono due costanti, la prima delle 
quali rappresenta il periodo della vibrazione completa e la seconda la fase. Sostituendo 
questo valore di U neirequazione (25), si ottiene 

(24J + = 

Quando la curvatura a è nulla (spazio euclideo)^ o positiva (spazio di Riemann, o 
sferico)^ non vi è alcun valore ammissibile di t che annulli il coefficiente di W. Ma 
quando la curvatura a è negativa (spazio di Gauss, o ps&udosfmco\ cioè quando si ha 


I 



dove i? è il raggio di curvatura costante, prendendo 

(?Ah) 

il coefficiente di ^ diventa nullo, e si ottiene una classe singolare di vibrazioni, defi- 
nite da 

(24 ) U =Wcos |/^ + ’ 


per le quali la funzione W delle tre coordinate q. soddisfa airequazione 
(24,) = 0, 


Queste vibrazioni, che sono prive ad un tempo di rotazione e di dilatazione, e che, 
come tali, non hanno riscontro nello spazio ordinario (eccettuando i cosidetti liquidi 
incompressibili), avvengono dovunque nella stessa direzione della forza dovuta al poten- 
ziale W ed hanno ramplitudine proporzionale a questa forza. Siffatto moto vibratorio 
fa nascere delle tensioni interne nel mezzo vibrante, le quali si calcolano colle forinole 
(5) ed (li), come nel caso deirequilibrio, e contengono tutte il fattore periodico. Se si 
prendessero, per esempio, per W i valori (21), (22), che soddisfanno all’equazione 
si troverebbero ancora le tensioni (21^), (22 J, moltiplicate per il detto fattore. 

Se neirequazione (23) si suppone che U dipenda soltanto da ^ e da t [dove E ha 
lo stesso significato che nell’equazione (20)], si ottiene l’equazione differenziale delle 
onde sferiche, sotto la forma 


(^ 5 ) 


d^U 
P df 


A ^ 
sen" (El/a) 5 ^ 



+ 40CBU. 
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Si soddisfa a quest’equazione ponendo 




Ecos(gl ht k) 
sen a) 


dove g, h, hj E sono quattro costanti, le prime due delle quali sono legate dalla re- 
lazione 


i?5Ò 


¥ = 


A ^ A4- A.B 

^ — 


Si ottengono cosi delle onde sferiche progressive, la cui velocità di propagazione 


e la cui lunghezza d’onda 


sono legate dalla relazione 

(25.) 



1 z=: 4' 


2 7v 

Y 


A _ ^ + 4^ Y 

P P 4^'* 


Supponendo g^ = ol si rientrerebbe nel caso dianzi considerato. 

Questi risultati, accennati qui con una rapidità di cui debbo chieder venia al lettore, 
mi sembrano tali da conciliare qualche attenzione alle nuove equazioni ( 17 ). 


Pavia, 5 giugno 1881. 
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Rendieonti del Reale Istituto JLombardOf serie II, volume XV (1882), pp. 6i-66. 


L’ordinario modo di costruire la scala diatonica consiste, come è noto *), nel for- 
mare l’accordo perfetto sulla tonica, sulla dominante e sulla sotto-dominante. Questa 
costruzione si può esprimere simbolicamente cosi: si denoti con i la tonica, con r, s 
gli intervalli fra questa e le altre due note dell’accordo perfetto e con ~ l’intervallo d’ot- 
tava. In tal modo l’accordo sulla tonica è rappresentato da 


quello sulla dominante da 
quello sulla sotto-dominante da 


(i, r, s), 
(s, rs, s^), 



Riportando entro l’ottava fondamentale l’ultima nota del secondo accordo e le due prime 
del terzo, si ottiene, secondo la regola suddetta, la scala diatonica completa, che viene 
ad essere simboleggiata cosi: 

/A , I r i 

(i) I, 25 , r, — , 5, — , rs, —, 

^ ^ 2525 ’ ’2 


Affinchè questa scala formi una vera successione ascendente di suoni, dev’essere 


i>2i">r> — >5> — >r5> — 

2 S 2S 2 


*) Veggasi, per esempio: The Theory of Sound, di Lord Rayleigh, Voi. I, pag. 8. 



SULLA TEORIA DELLA SCALA DIATONICA. 


6S] 


409 


Queste sette diseguaglianze si riducono, come è facile vedere, alle sole tre seguenti 

i>2s^>r>^, 

soddisfatte le quali, sono soddisfatte anche le rimanenti quattro. Ne segu 
s soddisfa alle due diseguaglianze 

I > 2 / > — , 

2S ^ 

le quali dànno 

(2) i/2 Czs CVz; 

mentre il numero r soddisfa alle altre due diseguaglianze 


(3) 


— <r <2i\ 
2 S 


Ciò posto dico che i valori effettivamente assentati daW esperienza ai rapporti r ed s 
sono rappresentati dai più semplici numeri ragionali che soddisfanno alle diseguaglianze 

(2) e (3). 

Per dimostrare questo teorema è necessario ricordare la regola che insegna a tro- 
vare il più semplice numero razionale C compreso fra due numeri dati A e B. Questa 
regola è esposta nel § 79 degli Studj di cristallografia teorica del prof. Uzielli *). Il 
sig. Uzielli ha ivi riportato, in seguito alla propria dimostrazione geometrica, una di- 
mostrazione analitica che gli è stata da me comunicata. 

Si designi per brevità col simbolo 


la frazione continua 


e si ponga 


[a, , a,, a,, . . .] 


+ ■ - 

«a + 


A = a 



+ • • • 

a: • • •]> 


B = [b„ b^, ...], 

dove u, , . . . , b^, b^, ... sono i successivi quozienti incompleti interi e positivi, otte- 

nuti dallo sviluppo dei numeri A t B m frazione continua. 

Supponiamo che i primi n — i quozienti incompleti sieno eguali per amendue i 


*) Memorie della R. Accademia dei Lincei, s. Ili, voi. I, pag. 427. 

beltrami, tomo IH. 
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numeri e che i due quozienti incompleti ?z-esimi sieno diseguali; poniamo cioè 

Ciò non implica alcuna restrizione, perchè n può essere anche uguale ad i. 'In tale 
ipotesi si può porre 

J = [a_, + a], 

dove a e 6 sono due numeri positivi minori dell’unità ed + sono quozienti 

completi. Sia c il numero intero che si ottiene aggiungendo un’unità al più piccolo dei 
due numeri interi e diseguali è chiaro che questo numero c è sempre compreso 

fra (X. t è, e però che il numero razionale 

(a) C = , ... 5 5 c] 

è sempre compreso fra A e B. Dai più elementari teoremi sulle frazioni continue risulta 
molto facilmente che questo numero è il più semplice possibile, cioè è quello che ha il 
minor denominatore, fra tutti i numeri razionali superiori al più piccolo ed inferiori al 
più grande dei numeri A e B: esso è dunque il numero cercato. 

La regola (a) non è mai soggetta ad eccezione quando i numeri A e B sono 
amendue incommensurabili, nel qual caso i numeri a e S non sono mai nulli; oppure 
quando, essendo nullo uno di questi ultimi numeri, od anche tutti e due, la differenza 
fra i quozienti interi e b^ è maggiore di i. Ma se uno dei numeri dati, per esempio 
5, è commensurabile, può accadere che (tenute ferme tutte le convenzioni precedenti) 
si abbia al tempo stesso 

6 = 0, b — a 4- 1 , 

In tal caso la regola (a) sarebbe in difetto, perchè essa darebbe 

mentre noi vogliamo che C sia compreso fra ^ e B *). Per ovviare a questa difficoltà, 
si prosegua nello svolgimento della prima frazione continua, ponendo 

I 


dove è un nuovo quoziente intero ed a' è, cornea, un numero minore deU’unità; 


Questa restrizione non si applica alle ricerche cristallografiche. 
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indi si scriva 

A = a^, . . . , a„, -j- «'], 

5 = [a , a^, , a„, 1 + 6], 

dove 6 è un numero positivo infinitamente piccolo. Se è maggiore dell’unità, si 
ricade nel caso precedente e si ha quindi 

(g) C = [a,, , fl„, 2]. 

Se invece è eguale alFunità, si ponga nuovamente 


e si scriva 

A = [a^, a^, , a„, a,,,, + a"], 

5= [a,, a,, ... , a„^,, 0], 

dove 0 è un numero positivo infinitamente grande ed sta in luogo di i. Si ricava 
di qui 

(t) C = [a,, a^, ... , a„, + i] . 

Le tre regole (a), (é), (y) sussistono anche nel caso che i numeri A t B sieno 
amendue commensurabili. Infatti se i due numeri minori delFiinità designati con a e S 
sono diversi da zero, vale la regola (a). Se uno di essi, per esempio è zero e se al 
tempo stesso è i, senza che sia a = o, valgono le regole (S), (y): nel che 

è da osservare che la quantità a' non potrebbe risultare nulla se non nel caso di 
> ij perchè altrimenti sarebbe A = ciò che non può ammettersi. Finalmente 
se si ha a = 6 ~ o, si può porre 

I u I ^ 

a = -- , /? = a + 7~ , 

e si ricade nella forinola (S). 

Ciò premesso, torniamo alle diseguaglianze (2), (3). 

Essendo 


la regola (oc) dà 


|/2 = [l, 2, 2, ...], r2 = [l, 3 , I, ...], 


C = [x, 3] 


epperò, (2), il più semplice valore razionale di 5 è 
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Questo valore, sostituito nella diseguaglianza (3), dà 

4 ^ ^9 

Ora si ha 

7 = [o, I, 3 l 7 = [o, I, 8], 

quindi la regola (a) dà 

C = [0, I, 4] = f , 

epperò il più semplice valore razionale di r è 

0 ) r = ±. 

Sostituendo i valori (5), (4) di r, s nella serie (i), si ottiene la nota progressione 

^59’ 5 ’ 4 ’ 3 ’ s ’ a ? 

che rappresenta la scala diatonica normale. 

La dimostrazione precedente suppone la conoscenza del numero -^5 come rappre- 
sentativo deirintervallo d’ottava. Non mi sembra che tale supposizione possa conside- 
rarsi come atta a scemare Tinteresse del teorema dimostrato. Infatti il carattere della 
consonanza d’ottava è cosi speciale e spiccato, che essa può essere riconosciuta ed esat- 
tamente accertata da ogni orecchio sano, aU’infuori di qualunque attitudine musicale. 


Pavia, 22 gennajo 1882. 



SULLA TEORIA DEI SISTEMI DI CONDUTTORI ELETTRIZZATI. 


M^ndiconti del Meale Istituto Xiottibardo, serie II, voi. XV (1882), pp. 400-407. 


Nella teoria dei sistemi di conduttori elettrizzati non è stata ancor notata, a quanto 
mi sembra, la più generale e più semplice espressione del lavoro meccanico esterno 
compiuto dalle forze elettriche durante un mutamento qualunque di forma, di posizione 
e di stato elettrico dei conduttori costituenti il sistema. Quest’espressione mette in luce 
alcune notevoli analogie fra l’elettrostatica e la termodinamica. 

Designando con ... , L, i livelli potenziali dei singoli conduttori, con 

, . . . , le loro masse elettriche, ossia le loro cariche, con P il potenziale 
del sistema sopra se stesso, cioè l’energia di posizione del sistema, si ha, come è noto, 

P = + ... 

o, come possiamo scrivere più brevemente, 

(1) P:=^J_LM. 

Supponiamo che avvenga un qualsiasi mutamento infinitesimo di forma e di posizione 
dei corpi che costituiscono il sistema, insieme con un mutamento pure infinitesimo delle 
cariche di alcuni od anche di tutti i conduttori (per eventuali comunicazioni di questi 
con sorgenti o con serbatoi di elettricità, privi però di azione diretta sul campo elettrico 
del sistema). Ciò posto il teorema generale può enunciarsi cosi: se, in virtù di un tal 
mutamento, le quantità L ed M diventano L dL ed M-j-dM, cosicché il poten- 
ziale P si accresca di 

(2) = + 
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il lavoro meccanico esterno d Q, che accompagna il mutamento e che si compie contro 
le forze che a tale mutamento si oppongono, è misurato da 

(3) = 

Quest’espressione cosi semplice e cosi generale ài d Q è notevole sopratutto per 
ciò, che essa contiene esplicitamente le sole coordinate elettriche del sistema e le loro va- 
riazioni, cioè le sole quantità £, M, dL, dM. Le coordinate geometriche, doh caviti 
metri che servono ad individuare la forma e la posizione reciproca delle superficie dei 
vari conduttori, non vi entrano che implicitamente, in virtù delle note relazioni che 
sussistono fra i livelli L e le cariche M 

Quando le cariche sono invariabili, l’espressione (3) diventa 

dQ=z — -^'^MdL = — dP, 

e coincide coirespressione che si dà ordinariamente. Quando invece si mantengono 
invariabili i livelli, si ha 

dQ = ^^LdM = dP, 

formola che corrisponde ad un altro teorema conosciuto. 

In sostanza, amendue queste espressioni di d Q, debitamente interpretate, non sono 
meno generali deirespressione (3) e possono agevolmente ridursi ad essa. Ma è altret- 
tanto facile stabilire direttamente Tespressione generale (3). 

Infatti affinchè il sistema, durante Fimmaginato mutamento infinitesimo di forma 
e di posizione dei corpi che lo compongono, riceva gli accrescimenti di carica dM, 
bisogna compiere, contro le forze elettriche, un lavoro il quale non differisce da 
^'^LdM se non di quantità del second’ordine. Ora l’energia spesa in quest’aumento 
delle cariche non può essere restituita che dall’aumento di energia d P del sistema e dal 
lavoro esterno d Q: si deve quindi avere 

dP-\-dQ=: y_LdM, 

e di qui, sostituendo il valore (2) di dP, si ricava immediatamente il valore (3) di dQ. 

In particolare, quando il mutamento ha luogo senza produzione di lavoro mec- 
canico esterno, dev’essere 

( 4 ) ^{LdM — MdL) = o. 

Questa relazione importante comprende molti teoremi conosciuti. 

Supponiamo, per esempio, che i corpi rimangano inalterati di forma e di posizione, 
nel qual caso è certo che non vi è produzione di lavoro meccanico esterno. Sieno, in 
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tale ipotesi, (i, M\ (L\ M') due diversi stati di equilibrio elettrico: sarà anche 
sL', M -j- sM') un nuovo stato di equilibrio elettrico, qualunque sia il fattore 
costante e; e però, supponendo infinitamente piccolo questo fattore, si potrà porre nella 
espressione (3) 

dL = zL\ dM=tM\ 

In tal modo si ottiene il teorema di reciprocità 

— rM)=:o, 

che è stato messo in rilievo da Clausius e che può servir di base a tutta la teoria di 
cui si tratta. 

Considerando il livello i e la carica M di ciascun conduttore come Tascissa e Tor- 
dinata di un punto in un piano riferito a due assi ortogonali, il sistema viene ad essere 
rappresentato, in ogni suo stato, da un gruppo di n punti, i quali, quando il sistema 
passa con continuità da uno stato ad un altro, descrivono certe linee nel piano rap- 
presentativo. Ora la quantità 

(LdM — MdL) 

misura, come è noto, l’areola descritta dal raggio vettore condotto dalForigine al 
punto (Z, M), quando questo punto passa dalla sua posizione attuale alla posizione 
(Z ^Z, M -f- dM); e quest’areola è affetta dal segno positivo 0 dal negativo secondo 
che il raggio vettore, seguendo il moto del punto (Z, M), gira intorno all’origine 0 
nel senso positivo xOy o nel senso negativo yOx. Dunque la forinola (3) può inter- 
pretarsi cosi: durante una deformazione geometrica qualunque del dato sistema di con- 
duttori, il lavoro meccanico esterno compiuto dalle forze elettriche è rappresentato, in 
grandezza ed in segno, dalla somma algebrica delle aree descritte dai raggi vettori dei 
punti rappresentativi dei singoli conduttori. 

Quando il sistema percorre un ciclo elettricamente chiuso, cioè quando ciascun con- 
duttore ritorna al primitivo stato elettrico (Z, M), se non ha mai avuto luogo variazione 
delle cariche durante il movimento, è evidente che il totale lavoro meccanico esterno 
dev’essere nullo. Ma se le sorgenti hanno successivamente fornito e sottratto elettricità 
durante il movimento, il totale lavoro esterno può risultare diverso da zero, e questo 
lavoro è in ogni caso rappresentato, in grandezza ed in segno, dalla somma algebrica 
delle aree che hanno per contorni le linee chiuse rappresentative dei successivi stati 
elettrici di ciascun conduttore. 

Poiché, a primo aspetto, può parere strano che si possa ottenere un lavoro esterno 
dalle forze elettriche, mentre il potenziale ritorna al suo valore primitivo, specialmente 
se tutti i conduttori ripigliano al tempo stesso le loro forme e posizioni primitive (il che. 
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dei resto, non può avvenire, in generale), credo opportuno di chiarire, con un esempio 
molto semplice, la possibilità di questo fatto; la possibilità, cioè, di un ciclo elettrica- 
mente e geometricamente chiuso, con produzione di lavoro esterno. Per verità Tesempio 
che adduco non può considerarsi che come ideale, sebbene non se ne possa revocare 
in dubbio la legittimità; ma, riguardandolo come schema dimostrativo, esso mi sembra 
accettabile allo stesso titolo di quelli dei quali si fa uso, per iscopi analoghi, nella ter- 
modinamica. ^ 

Immaginiamo dunque un conduttore sferico isolato, il cui raggio possa variare, 
almeno entro certi limiti; come sarebbe, a cagione di esempio, una bolla di sapone 
elettrizzata, la quale tende effettivamente a dilatarsi per effetto della pressione elettrosta- 
tica *). Questo conduttore abbia originariamente il raggio R e possegga una carica M 
al livello £, sicché sia 

(a) M=LR. 

La pressione elettrostatica sulfunità di superficie viene misurata, come è noto, dal-pro- 
dotto di 2 7 r per il quadrato della densità, e però la pressione elettrostatica sull’intera 
superficie può esprimersi coH’una 0 coll’altra delle due quantità 


(^) 


2 ’ zR^ ■ 


Ciò posto, immaginiamo il seguente ciclo di trasformazioni, durante il quale desi- 
gneremo con r il raggio variabile del conduttore. 

1° Si lasci espandere il conduttore, mantenendolo al livello costante L e sommini- 
strandogli ad ogni istante il necessario aumento di carica. Supposto che il raggio di- 
venti in tal modo R' ^ R c che la carica diventi M' ]> M, si avrà, (<2), fra M' ed R' 
la relazione 

ed il lavoro della pressione elettrostatica durante Tespansione a livello costante sarà 
dato, (é), da 

(b’) 2 '= 


2 ^ Quando il conduttore ha raggiunto il raggio R' e la carica M\ lo si lasci nuo- 
vamente espandere, mantenendone costante la carica M', finché il suo raggio diventi 


*) Volendo tener di vista il caso della bolla, gioverà immaginare che, mediante un sottile tubetto 
coibente, si possa regolare la pressione delParia interna in guisa da rendere possibili i lenti moti di 
espansione e di contrazione che vengono considerati qui appresso. 
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J?” > R’. Il livello discenderà da i ad i' <; L, essendo, (a), 

(a") M' = L'R", 

ed il lavoro della pressione elettrostatica in questa seconda espansione sarà dato, (b), da 

r^"dr 


cioè da 
{b”) 


^ 2 jjj, r* ’ 

2» = ^/ L__L\ 

^ 2 \R' R"}- 


3® Si produca ora una contrazione del conduttore, facendone scendere il raggio 
da J?" ad R'" i?", e mantenendo costante il livello L', col sottrarre gradatamente 

deirelettricità finché la carica ridiventi M. Si avrà 




M=^L'R"’, 


e il lavoro eseguito contro la pressione elettrostatica sarà, in valore assoluto, per la (b)^ 
(b"') Q'" - R-'Y 

Notisi che, essendo L' •< L, sarà i?"' > i?, come emerge dal confronto delle for- 
mole (a), 

4° Finalmente si produca una nuova contrazione del conduttore, conservandogli 
la carica costante JW, finché il suo livello risalga dal valore L' al primitivo valore L. 
Durante questa contrazione bisognerà svolgere contro la pressione elettrostatica il lavoro 


ossia 

(n 


HI 


R'"dr 


2 


R R 


L\ 

fU f ? 


e la formola (a) mostra che, a contrazione compiuta, il conduttore avrà ripreso il pri- 
mitivo raggio i?, cosicché tutto sarà rientrato nelle identiche condizioni di prima. 

Durante questo ciclo d^operazioni le forze elettriche hanno sviluppato un lavoro 
Q' Q", mentre si è dovuto sviluppare, contro di esse, un lavoro Q"' -|“ Q'"- H 

totale lavoro raccolto dalle forze elettriche é dunque 


Ma dalla combinazione delle formolo (a), (a')y (è'), risulta 

2 ' = A(m'-m); 


BELTRAJtU, tomo III. 


J 3 



SULLA TEORIA DEI SISTEMI DI CONDUTTORI ELETTRIZZATI. 


[69 


418 


dalla combinazione delle (^'0? 



da quella delle (a"), 

e finalmente da quella delle {a\ (è"'"), 

Pertanto il totale lavoro raccolto è 

Q ^ Q'' __ Q"' — O- = (i -- rj(M' — M), 

ed è quindi misurato dairarea d’un rettangolo di lati L — L' ed M' — M *). 

Ora la rappresentazione geometrica delle quattro fasi del ciclo percorso dal con- 
duttore è costituita da quattro rette, poste al seguito Tuna deiraltra, la prima delle 
quali va dal punto (L, M) al punto (£, M'), la seconda dal punto (i, M') al punto 
(JL\ M'), la terza dal punto (L', M') al punto (X', M) e la quarta dal punto (L', M) 
al primitivo punto M). Nelle ipotesi ammesse (Z' <C Z, M' > Af) questo contorno 
chiuso è percorso positivamente e Tarea contenuta è appunto quella d’un rettangolo di 
lati Z — Z', M' — M . Dunque il teorema generale è verificato. 

Durante Foperazione si è dovuto (nella prima fase) comunicare al conduttore un 
aumento di carica M’ — Af, e ciò è avvenuto mentre il conduttore era al livello co- 
stante Z; quest’aumento di carica è poi stato nuovamente sottratto (nella terza fase), 
mentre il livello costante del conduttore era Z' L. Yi è dunque stata una quantità 
M' — Af di elettricità che è scesa dal livello Z al livello Z', ed e in questa discesa di 
livello che trova compenso il lavoro raccolto, la cui misura è appunto 

(Af' _ M)Z — (M' — M)L, 

Qui è dunque, diversamente da ciò che avviene nella teoria del calore, rigorosamente 
realizzato il concetto di Carnot. 

Se, tornando ora di nuovo al caso d’un sistema di più conduttori, si suppone che 
ciascuno di questi, tranne uno, sia od in comunicazione costante col suolo (cioè a li- 
vello zero) od isolato con carica nulla, e se avviene, perdurando tali condizioni, un 
mutamento qualunque di forma, di posizione e di stato elettrico dei corpi che costitui- 


*) Si è fatta astrazione dal lavoro delle forze molecolari durante Pespansione e la successiva con- 
trazione della bolla, lavoro che è evidentemente nullo al termine delPoperazione. 
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SCODO il sistema, si ha semplicemente, (i), (3), 

P = ^LM, 

dQ = -^(LdM— MdL), 

dove L ci M designano il livello e la carica di quell’unico conduttore che non si trova 
nell’una 0 nell’altra delle due condizioni (i = o oppure M — 0) accennate sopra. 
Di qui si deduce 

dQ dM dL ,, M 
-F= M'-T = ‘"‘’8X' 

cioè 

è un differenziale esatto. 


In particolare, per ogni ciclo chiuso si ha 


/ 


dQ 

P 


Vi è una manifesta analogia fra questo risultato ed il secondo principio della ter- 
modinamica. In termodinamica d Q è una quantità di calore e P è la temperatura as- 
soluta sotto la quale questo calore viene svolto od assorbito. In elettrostatica d Qè una 
quantità di lavoro meccanico e P è il potenziale che regna nelPistante in cui questo 
lavoro è svolto dalle forze elettriche od è compiuto contro di esse. AÌVentropia cor- 
risponde, in elettrostatica, la funzione 

log 7;, 


la quale si può facilmente esprimere per mezzo dei coefficienti delle equazioni che legano 
i livelli colle cariche, cioè per mezzo delle coordinate geometriche del sistema di conduttori. 

Quando tutti i conduttori, tranne quello le cui coordinate elettriche L, M sono 
variabili, comunicano costantemente col suolo, l’entropia è sostituita precisamente dal 
logaritmo di ciò che chiamasi capacità elettrica del detto conduttore, considerato come 
parte dell’intero sistema. 


Pavia, 4 Giugno 1882. 
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Memorie dell* Accademia delle Scienze deU*lsUtuto di Bologna^ serie IV, tomo III (1882), pp. 217-265. 


La recente Memoria del sig. Lecornu, Sur Véquilibre des surfaces jlcxibUs et 
imxtensibles *) ha, molto opportunamente, richiamato Tattenzione dei matematici sopra 
un argomento che non fu mai debitamente approfondito, e che da qualche tempo po- 
teva considerarsi come dimenticato. 

L^asserzione del sig, Lecornu che tale argomento non sia stato svolto da alcuno, 
prima che da lui, è esatta soltanto per ciò che si riferisce al metodo da lui tenuto e, 
sopratutto, al nesso intimo che egli giustamente ravvisa fra la questione meccanica di 
cui si tratta e la teoria geometrica della deformazione delle superficie. Questo ravvici- 
namento costituisce il principal pregio del suo esteso lavoro e ne raccomanda lo studio 
ai geometri. Ma la questione puramente meccanica deirequilibrio delle superficie, rispetto 
alla quale il sig. Lecornu ha pure il merito di avere stabilito, per la prima volta a 
mio credere, le esatte equazioni differenziali, ha dei precedenti abbastanza numerosi, 
quantunque la sua storia non sia per verità cosi cospicua come quella d’altre questioni 
forse meno interessanti e meno intricate. 

Quand’anche, infatti, si voglia passar sopra al problema della velaria di Giovanni 
Bernoulli, cioè alla ricerca della superficie cilindrica formata da una vela gonfiata dal 
vento, problema che in sostanza rientra nella teoria delle curve funicolari, non si può 
mettere in dubbio che Lagrange nella Meccanica analitica **) e Poisson nella Memo- 


*) Journal de PÉcole Polytechnique, cahier XLVJII (1880), pag. i. 

**) Parte I, sedone V, cap. Ili, § IL 
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ria del 1814 sulle superficie elastiche * **) ) abbiano cercato di erigere una teoria generale, 
che comprende molto ovviamente il caso delle superficie flessibili ed inestendibili. Ed 
invero Cisa de Gresy, nelle sue Considérations sur Véquilihre des surfaces flexibhs et 
inextensibles non ha fatto altro che ripigliare in esame e discutere le ipotesi e le 
formole di quei due illustri Autori. I quali, del resto, se non hanno propriamente de- 
dotto le vere equazioni del problema, hanno pur sempre segnata chiaramente la via 
da tenersi, via che doveva più tardi essere resa agevolissima dall’uso delle coordinate 
curvilinee. 

Ma senza insistere su questi lavori più antichi, e senza neppur citarne altri più 
recenti e più o meno attinenti all’argomento di cui si tratta, mi basti ricordare che una 
delle ben note Legioni di meccanica raxionale del Mossotti (Firenze, 1851) è intera- 
mente dedicata aH’equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili e ne offre una trat- 
tazione abbastanza larga, sussidiata da parecchi esempi. 

Se non che il Mossotti è caduto in un errore ***), il quale non infirma le applica- 
zioni da lui svolte, ma toglie generalità alle sue equazioni d’equilibrio e le rende disa- 
datte ad altre applicazioni che se ne volessero fare e che non presentassero le accidentali 
particolarità di quelle ch’egli ha trattate. 

Per ben chiarire l’origine e la natura di questo errore, convien risalire al passo 
già citato della Meccanica analitica di Lagrakge. Osservando il processo di calcolo ivi 
adoperato ed interpretando le formole ivi trovate dal punto di vista delle superficie fles- 
sibili ed inestendibili, si riconosce immediatamente che Yinestendibilità di queste deve 
intendersi non già (come sembra naturale) nel senso di invariabilità delY elemento lineare^ 
ma in quello di invariabilità deirelemento superficiale : in altre parole, bisogna assimilare 
la superficie ad un velo liquido incompressibile, di spessore infinitesimo, costante ed 
invariabile. In tale ipotesi la tensione superficiale si esercita sempre normalmente all’ele- 
mento lineare ed è eguale in tutte le direzioni intorno ad uno stesso punto. Ma allor- 
ché si ripigliò lo studio della questione, prima d’ogni altri da Poisson, si riconobbe 
che quest’eguaglianza delle tensioni intorno ad un punto era un’ipotesi troppo restrittiva, 
e si preferì ammettere che due elementi lineari, uscenti da uno stesso punto e perpen- 
dicolari o no fra di loro, potessero essere soggetti a tensioni, dirette bensì normalmente 


*) Questo lavoro è inserito nel volume che contiene le Memorie dell’Istituto di Francia per l’an- 
no 1812, parte 2^ p. 167. Il primo paragrafo di questa Memoria ha per titolo: Éqtiation d’équilihre de 
la sur face flexihle et non èlastique (pp. 17 3- 192). 

**) Memorie della R. Accademia di Torino, serie I, tomo XXIII (1818), pag. 259. 

***) Questo errore è comune in parte ad alcuni lavori precedenti di Bordoni e di Codazza, che 
hanno per oggetto un’altra teoria (quella dell’equilibrio delle vòlte), ma che si basano in sostanza sulle 
medesime considerazioni e fanno capo alle medesime equazioni differenziali. 
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a ciascun d’essi, ma di valore differente dalFuno alfaltro. Ora sta di fatto che vi sono, 
per ogni punto della superficie, due elementi ortogonali soggetti a sole tensioni normali, 
generalmente diseguali : ma Fammettere che ogni elemento lineare uscente da un punto 
sia soggetto a sola tensione normale, riconduce necessariamente alFipotesi di Lagrange 
ed è in contraddizione coll’altra ipotesi, che tale tensione normale possegga valori di- 
versi da uno ad altro elemento. In particolare, l’ipotesi che due elementi lineari obliqui 
sieno soggetti a tensioni normali e disegnali^ è assolutamente contradditoria. In ogni 
modo le equazioni basate sulla considerazione di tensioni normali e diseguali, agenti su 
coppie di elementi normali, sono applicabili solamente in quei casi nei quali la natura 
speciale del problema permette di prevedere a priori quali sieno le linee (ortogonali) 
della superficie, che vengono formate dalla successione degli elementi lineari soggetti a 
sola tensione normale. 

Ora il Mossotti, il quale da principio suppone del tutto incognita la direzione 
della tensione, esclude poscia (mediante una considerazione illusoria) la possibilità ch’essa 
abbia una componente tangenziale, lasciando pur tuttavia sussistere la differenza delle 
tensioni normali sui suoi due sistemi di linee coordinate ortogonali, ed approfitta della 
creduta libertà di scegliere queste linee ad arbitrio coll’assumere, per uno dei due siste- 
mi coordinati, un sistema di linee geodetiche. Ne consegue che le sue equazioni d’e- 
quilibrio non sono neppure applicabili in tutti i casi nei quali le linee di tensione nor- 
male sono note a priori^ ma esigono, per giunta, che le linee di uno dei due sistemi 
sieno geodetiche. Queste condizioni si verificano in tutte le applicazioni che egli 
ne ha fatte. 

Considerando che l’opera del Mossotti è consultata e giustamente apprezzata da 
quanti si occupano in Italia delle dottrine di meccanica razionale, e che d’altro lato il 
sig. Lecornu ha sorvolato alla parte strettamente meccanica della questione per isvol- 
gerne di preferenza la parte geometrica, ho creduto di fare opera utile col ripigliare 
ah initio il problema dell’equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili, stabilendone 
tutte le equazioni fondamentali con quel metodo che a me sembra il più semplice, il 
più diretto e sopratutto il più generale, nel senso che esso esclude ogni preconcetto 
sulla distribuzione delle tensioni superficiali. Questo metodo non è altro che quello di 
Lagrange, combinato colla vera definizione analitica AdY inestmdibilità. 

Perciò dopo avere chiarito, nel § i, con considerazioni semplicissime e, direi quasi, 
intuitive, le imperfezioni inerenti al processo tenuto da Mossotti e ad altri simili, ho 
stabilito, nel § 2, il principio generale dell’equilibrio, e da quest’unico principio ho de- 
dotto, nei §§ 3, 4 e 5, le equazioni indefinite e le equazioni ai limiti, in coordinate 
curvilinee del tutto generali. Da queste equazioni ho ricavato, nei §§ 6 e 7, la teoria delle 
tensioni superficiali, pienamente conforme a quella che il sig. Lecornu ha stabilito a 
priori, giovandosi di considerazioni geometriche. I successivi §§ 8, 9 e io contengono 
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Tesposizione di alcuni casi d’equilibrio, notevoli per la loro semplicità e generalità, e di 
cui uno fu accennato da Poisson mentre gli altri non sembrano essere stati osservati 
finora. Nel § 1 1 ho indicato le condizioni sotto le quali si possono ricavare dalle equa- 
zioni generali quelle che sono state date da altri autori. Finalmente ho raccolto nel § 12 
alcune osservazioni circa le formole relative alla deformazione infinitamente piccola 
d’una superficie flessibile ed in estendibile. 

Avevo in animo di aggiungere la deduzione delle equazioni del moto di queste su- 
perficie, equazioni che si possono mettere sotto una forma analoga a quella delle equa- 
zioni (III) del § 4. Ma la necessità di considerare moke altre equazioni differenziali in- 
sieme con queste rende il problema d’integrazione cosi complesso, che mi è sembrato 
quasi impossibile di poter giungere a qualche risultato utile. Ho quindi creduto miglior 
partito lasciare in disparte questo argomento, che potrà essere svolto da mani più abili 
e che, in particolare, potrà forse dar occasione a ricerche interessanti e, relativamente, 
meno ardue, nel caso dei movimenti infinitamente piccoli intorno ad una figura 
d’equilibrio. 


§ I- 

Considerazioni preliminari. 

Abbiasi un rettangolo piano omogeneo sottoposto a tensioni uniformemente distri- 
buite sui suoi lati opposti, e propriamente sia P il valore assoluto della tensione sul- 
Tunità di lunghezza per due de’ suoi lati opposti, Q l’analoga quantità per gli altri 
due lati. È evidente che, in tali condizioni, il rettangolo è in equilibrio e che la- ten- 
sione unitaria P si trasmette su ogni elemento lineare parallelo ai primi due lati, come 
la tensione Q si trasmette su ogni elemento parallelo agli altri due lati. 

Ciò posto, sieno a c b due punti qualunque presi entro questo rettangolo e sia R 
la tensione unitaria che regna su ogni elemento lineare della retta a b. Conducendo per 
il punto a la parallela ac ai lati di tensione P e per il punto b la parallela bc ai lati 
di tensione si ottiene un triangolo rettangolo abe^ il quale, supposto rigido, deve 
stare in equilibrio sotto l’azione delle forze P,ac, Q.cb, R.ab uniformemente distribuite 
sui suoi tre lati ac^ ch^ ab^ le prime due in direzione normale ai lati rispettivi, la terza 
in direzione incognita, tutte dirette daH’interno verso l’esterno del triangolo. Queste 
forze si possono ritenere applicate ai punti di mezzo dei rispettivi lati e però le loro 
direzioni concorrono nel punto di mezzo dell’ipotenusa ab. Se dunque da un punto 
qualunque a' del piano si conduce una retta a' c' = P.ac nella direzione bc e sq dal- 
l’estremo c' di questa retta si conduce una seconda retta c'b' = Q,bc nella direzione 
aCj è chiaro che la congiungente b' a' rappresenterà in grandezza e in direzione la terza 
forza R.ab. Con ciò la tensione incognita R è completamente determinata. 
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Ora se questa tensione fosse anch’essa normale ad ab, il triangolo delle forze a' b' c' 
avrebbe i suoi lati a'b\ b' c' a' rispettivamente perpendicolari ai lati ab, bc, ca del 
triangolo abc, quindi sarebbe simile a questo e si avrebbe 

P.ac: Q-bciR.ab = ac:bc:ab, 

ossia 

Dunque la retta qualunque a b (ed in generale ogni elemento lineare obliquo ai lati del 
rettangolo) non può essere soggetta a tensione normale se non t P — Q, e, quando 
ciò ha luogo, la tensione normale R della retta ab non può differire in grandezza da 
quella comune a tutti i lati del rettangolo. Vi è dunque contraddizione nel supporre 
che due elementi lineari ortogonali, scelti ad arbitrio, possano essere soggetti a tensioni 
normali diseguali. La tensione è, in generale, obliqua airelemento lineare sul quale 
essa si esercita *). 

Ma proseguiamo nella considerazione geometrica che ci ha condotto a questa con- 
clusione. Trasportiamo il triangolo a'b' c', parallelamente a sè stesso, entro il rettangolo 
equilibrato, del quale supporremo che esso ora faccia parte, e operando sovr’esso come 
sopra il primitivo triangolo abc, proponiamoci di determinare la tensione i?' che regna 
sopra la sua ipotenusa a' b\ Per costruire il nuovo triangolo delle forze si condurrà, 
da un punto qualunque b"' del piano, la retta V' c'* = P.b' c' —P Q.bc nella direzione 
a' c\ ossia bc, poscia dal punto r" la retta = Q.a'c' — P Q.ac nella direzione 
b' c', ossia ca: la congiungente a"' rappresenterà, in grandezza e in direzione, la forza 
incognita R\a'b\ ossia RR'.ab. Ora il nuovo triangolo rettangolo così formato è 
omotetico al primitivo abc, perchè i suoi cateti h" c" e a" sono rispettivamente pro- 
porzionali, paralleli e d’egual senso ai cateti bc, ca di quello : dunque anche Tipotenusa 
a"b’' = RR'.ab sarà parallela zà ab cd avrà con questa retta lo stesso rapporto dei 
cateti, talché sarà RR =z P Q. 

Si conclude da ciò che la tensione R' sopra una retta a' b' parallela ad R, cioè 
parallela alla tensione che regna sopra una retta qualunque ab, ha la direzione stessa 
dì ab, t che il prodotto dei valori unitari delle due tensioni conj agate R, R' è costante, 
e però necessariamente eguale a quello delle due tensioni principali P, Q. 

Vi sono pertanto infinite coppie di rette, come ab od a' b', tali che la tensione 
sopra Tuna qualunque di esse è diretta secondo Faltra; ma le direzioni di tali rette 
conjugate sono fra loro collegate per guisa che, data l’una d’esse, Taltra è assolutamente 
determinata. 


*) Veggasi la nota di Bertrand a piè della pag. 140 della Meccanica analitica di Lagrange, edi- 
zione del 1853, tomo L 
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Ne segue che se, entro il solito rettangolo equilibrato, si immagina un parallelo- 
grammo qualunque y non è lecito esigere che la tensione sopra una delle coppie di lati 
opposti agisca parallelamente all’altra coppia. Si può bensì, se giova, decomporre la detta 
tensione in due, l’una diretta secondo l’altra coppia di lati, e l’altra secondo la coppia 
stessa cui la tensione si riferisce, ma questa seconda componente non è nulla se non 
quando le due coppie di lati hanno direzioni conjugate, ed il supporla nulla in ogni caso 
implica contraddizione, a meno che il parallelogrammo non sia rettangolo ed a meno 
che le tensioni non si suppongano eguali sopra tutti i lati di questo rettangolo ed eguali 
a quelle di ogni altro rettangolo analogo. 

D’altronde l’equilibrio che ha luogo per il rettangolo totale implica necessariamente 
l’equilibrio d’ogni parallelogrammo parziale interno, e questo equilibrio non può quindi 
essere menomamente infirmato (come il Mossotti ha creduto) dall’esistenza delle coppie 
(eguali e contrarie) dovute alle componenti tangenziali delle tensioni lungo i lati. 

Si vede molto facilmente che le considerazioni or ora svolte per un rettangolo 
piano di dimensioni finite valgono per relemento infinitamente piccolo d’ogni superficie 
equilibrata, ed è appunto ragionando sopra tale elemento che il sig. Lecornu stabili* 
sce le formole per le tensioni. Ma sembra più naturale e più conforme all’indole della 
meccanica analitica di evitare ogni preconcetto sul modo in cui queste tensioni si ge- 
nerano e si distribuiscono, e di dedurne la teoria dall’interpretazione delle equazioni 
stesse d’equilibrio, stabilite direttamente in base al concetto dell’inestendibilità d’ogni ele- 
mento lineare della superficie. 

È ciò che procediamo a fare nei §§ successivi. 


§ 2- 

Principio generale deirequilibrio. 

Riferiamo la superficie ad un sistema di coordinate curvilinee arbitrarie e, 

considerando le coordinate cartesiane x, 3/, x. dei punti di quella come funzioni di que- 
ste due variabili indipendenti, poniamo, secondo Fuso, 

^ = (1^) +(^) +{l^) 

P dx dx .dy dy i 

dudv'dudv'^dudv^ 

^ = (II) + (li) + (li) ’ 



BELTRAMI, tOlDO III, 


S4 



426 


SULL’EaUILIBRIO DELLE SUPERFICIE FLESSIBILI ED INESTENDIBILI. 


[70 


talché, designando con d s Telemento lineare uscente dal punto (u^ t>) e corrispondente 
agli incrementi du^ dv, si avrà 

(rj ds"" = Edu^ 2F dudv Cdv"" , 

Se, come supponiamo, le linee v *) sono reali, le due quantità E^ G sono mag- 
giori di zero, e, occorrendo di considerarne le radici quadrate, intenderemo sempre di 
designare con '^E c ]/G ì\ valore assoluto, o positivo, di tali radici. Cosi, ponendo 
per brevità 

H^]/EG — F\ 

intenderemo di designare con H il valore assoluto della radice indicata. Il radicando 
EG — è anch’esso sempre maggiore di zero qualora, come supponiamo, le linee 
u t V s’intersechino sempre sotto un angolo diverso da (f e da 180°. Ammetteremo, 
in particolare, che queste condizioni si verifichino in ogni punto del pezzo cr di super- 
ficie del quale si deve considerare l’equilibrio. L’area di un elemento dG ài questa su- 
perficie, racchiuso fra le linee v = cost., u — cost., v dv — cost., u du = cost., 
è data da 

da = Hdudv. 

Denotiamo con a, y i coseni degli angoli che la normale w alla superficie a fa 
coi tre assi delle x, y, Questa normale s’intenderà diretta in guisa che la rotazione 
dalla linea u verso la linea t;, attraverso l’angolo minore di tt, avvenga intorno ad essa 
nello stesso senso in cui la rotazione dall’asse positivo delle x all’asse positivo delle y, 
attraverso l’angolo retto, avviene intorno all’asse positivo delle Per tale convenzione 
si ha, come è noto, 

dydx, d^^dx d:(^dx ^ oxdy dxdy 

du dv dv du ^ du dv dv'dti ^ dti dv dv dii ' 

Ciò premesso, denotiamo con 

Xda^ Yda^ Zda 

le componenti secondo i tre assi della forza esterna che agisce sull’elemento di super- 
ficie da t con 

X^ds, Y^ds, Z^ds 


*) Dicendo linea intendiamo di designare una linea lungo la quale varia solamente u (t quindi 
V rimane costante), e propriamente riguardiamo tale linea come percorsa nel senso delFaccrescimento 
di u. Lo stesso dicasi per una linea v. 
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le analoghe componenti della forza esterna che agisce sull’elemento lineare d s del con- 
torno 5 di a. 

Se la superficie <t, supposta già equilibrata, subisce una deformazione virtuale infi- 
nitaineute piccola, in virtù della quale un suo punto qualunque (^, passi nella 

posizione (x t forze producono un lavoro virtuale rap- 

presentato da 


J + Yìiy + Z^i)dc + J + Y,^y 

Le variazioni ^y, sono funzioni monodroine, continue e finite dpllp variabili «, v. 
Per l’inestendibilità della superficie, queste variazioni devono soddisfare alle tre condizioni 


?ole 




ÌÌE: 


(ÌF = 0, SG=:0, 




s— dx X 

^du du ’ 


^\du dv ~ dv du } 
1 ^ ^ dx X 

~ Xdv 'JV ' 


In virtù del principio di Lagrange Tequazione generale delfequilibrio è dunque 
la seguente: 

I' {X^x + Yìiy + Z^i)da 4- J' (X^^x + Y^Hy + Z^ìii)ds 

+ ^ y*(U£ + 2,.JiF+vSG)™ = o, 

dove \ p., V sono tre moltiplicatori, funzioni di u e di v. (Il divisore iH è stato in- 
trodotto, neirultimo integrale, per comodo dei calcoli successivi). 

Osserviamo fin d’ora che se, con Lagrange, si ammettesse unicamente Tinvaria- 
bilità deirelemento superficiale, cioè se invece delle tre condizioni (2) si ponesse Tunica 

(5) S// = o, 

Tultiino integrale dell’equazione (I) conterrebbe un solo moltiplicatore, x, ed avrebbe 
la forma 
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ossia 

I r-A.{G^E— iFhF + EìiG) da 
2,1 ‘ H H- 

Amme.ttere, dunque, la sola invariabilità dell’elemento superficiale equivale a porre, nella 
formola generale (I) e però anche in tutte le equazioni che se ne deducono, 

- _ ^ —'ti 

H ’ f"” H’ "'“i-/’ 

o più semplicemente 

(3,) = G: — F;£. 

Reciprocamente : se, in un dato caso d’equilibrio, i moltiplicatori X, p-, v risultano 
proporzionali a G, — F, F, si può concludere senz’altro che Tequilibrio sussisterebbe 
anche se la superficie perdesse l’inestendibilità lineare, conservando l’inestendibilità 
superficiale. 


§ 5 - 

Deduzione delle equazioni d’equilibrio. 


Per dedurre dalla formola (I) le equazioni d’equilibrio propriamente dette, bisogna 
trasformare debitamente Tultimo dei tre integrali contenuti nel primo membro di quella 
formula. 

A tal fine consideriamo, per brevità, quella sola parte del detto integrale che con- 
tiene la variazione Sx e che, in virtù delle formole (2J, può scriversi così: 


rf/^àx , dx\d^x , / dx . dx\d^x^ 

j 5») + (‘‘al. + ^ à-s) dT J 




I d a 
H 


Quest’espressione può essere trasformata nella seguente: 



+ P- 



dx . dx 



d Q 
~H 




dx\ \ ^ 

dv) 
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Ora si ha *), qualunque sia la funzione ^(m, v), purché monodroma, contìnua e finita in a, 





H 


ds, 



? 


dove nèh direzione deireleinento lineare di <t normale al contorno s e diretto verso 
Tinterno della regione c. Quindi la precedente espressione può di nuovo convertirsi 
in quest' altra: 




ff d /.dx I ^ I 

J La^ ali + 


Altrettanto dicasi dei due integrali analoghi, contenenti le variazioni e 
Sostituendo le espressioni cosi trasformate nella forinola (I) e annullando separa- 
tamente i coefficienti di Sx, S;(, tanto negli integrali di superficie quanto in quelli 
di contorno, si ottengono le equazioni seguenti: 



*) Vedi Part. V della mia Memoria Delle variabili complesse sopra una superficie qualunque [Annali 
di Matematica, nuova serie, tomo I; oppure queste Opere, volume I, pp. 3 18-35 3J. 
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Queste sono le cercate equazioni d'equilibrio. Le prime tre (II) valgono per ogni 
punto della superficie cr e sono quindi le cosidette equaT^ioni indefinite deirequilibrio. 
Le ultime tre (II^) valgono per ogni punto del contorno o, più esattamente, per ogni 
punto di quelle parti del contorno stesso che non sono invariabilmente fisse (giacché 
per ogni punto fisso si ha evidentemente Sjy = §;( = o): esse sono quindi le 

cosidette equaT^oni ai limiti *). 

Quando la figura d’equilibrio è già assegnata a priori, le precedenti equazioni ser- 
vono a determinare le funzioni incognite X, v, ammesso che Tequilibrio sia possibile. 
Quando invece la figura d’equilibrio non è assegnata a priori, bisogna associare alle 
equazioni (II), (II J, nelle quali diventano incognite anche le funzioni x(uy v)yy (u, v), 
^(Uy v)y le tre equazioni (i), le quali esprimono che queste funzioni sono le coordinate 
dei punti d’una superficie applicabile (per flessione, senza estensione) su quella di cui 
è dato l’elemento lineare (i^). 

Le tre condizioni (2) equivalgono evidentemente a quest’unica 
(2 J dxd^x -f- dyd^y -j- d^d^:(^ = o, 

la quale è soddisfatta identicamente quando le variazioni ìiyy hanno i valori 
che corrispondono al più generale spostamento infinitesimo d'un corpo rigido. Ne ri- 
sulta, (I), che le forze esterne devono sempre esser tali da equilibrarsi sopra la super- 
ficie G supposta rigida, il che è del resto evidente ed è la base del metodo seguito da 
Mossotti. 


§ 4. 


Trasformazione delle equazioni d'equilibrio. 


Le equazioni (II), (II,), testé ottenute, contengono le componenti delle forze esterne 
secondo i tre assi delle x, y, :( e si riferiscono quindi al sistema di questi assi. Giova 
considerare, insieme con esse, altre equazioni equivalenti, che contengono le compo- 
nenti delle stesse forze secondo tre direzioni più intimamente connesse colla natura della 
superficie. Queste direzioni sono, per ciascun punto della superficie, quelle della linea w, 
della linea v e della normale zv. Designeremo con 

UdGy VdGy WdG 


*) Per le parti fìsse del contorno le equazioni (lì,) fanno conoscere le reazioni esercitate dagli 
appoggi. 
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le componenti secondo queste tre direzioni della forza esterna che agisce suU’elemento 
d<j della superficie, e con 

U^dsy W^ds 


le analoghe componenti della forza esterna che agisce sulFelemento d s del contorno *). 

Le nuove equazioni di cui parliamo si possono ottenere in due modi, cioè dedu- 
cendole dalle già stabilite, o stabilendole direttamente in base al principio contenuto 
nella formula (I). 

Incominciando dal primo di questi due modi, osserviamo che tale deduzione può 
farsi immediatamente rispetto alle equazioni ai limiti (IL), giacché basta porre 


(in.) 


+ "fi) +<=!!)]. 


H 


= o. 

Infatti le equazioni (II|) hanno la forma 


X 4— = 

‘ YEàu' ■^/Q^v 
‘ )/Edu~^ fQ~dv 

z = = 

' YEdu~^ yodv 


U^cos(ux') -j- V^cos{yx) , 
U^cos(uy) -)- F^cos(vy) , 
cos (u ;() cos (y :() , 


cioè esprimono che la risultante delle forze Y^, è identica a quella delle forze 

U,, VnW,. 

Per ricondurre a questo stesso principio la trasformazione delle equazioni indefi- 
nite (II), sviluppiamo le derivazioni indicate in queste nel modo che qui si vede per 
la prima equazione: 


/' \ uv I à\i.\dx . /dy- . d'Adx . d^x . d^x . d^x 

(a) HX- -f j -j- I _ 4- 1 ^ + 2 p. - + V ; 

indi ricordiamo che le derivate seconde delle coordinate x, y, x. rispetto alle variabili 


*) È quasi mutile avvertire che parliamo di componenti oblique. 
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Per persuadersi a priori della legittimità di queste forinole basta osservare che, per 
esempio, le tre derivate 

^ ^ ^ 

du^ 

possono essere considerate come le componenti, secondo i tre assi delle x, y, di una 
certa forza applicata al punto (x, y, :(), ossia («, v)^ e che questa forza può essere 
decomposta eziandio secondo le tre direzioni w, v, w. Designando con 

E^fE, E^fG, A 

queste tre nuove componenti, si hanno appunto le tre prime relazioni (4). Cosi dicasi 
delle altre due terne. Rispetto poi alla determinazione dei coefBcienti E^, F^, 

Gj, G^, Ay Bj C si hanno, in primo luogo, derivando ciascuna delle equazioni (i) 



7o] 


SULL EaUILIBRIO DELLE SUPERFICIE FLESSIBILI ED INESTENDIBILI. 


433 


rispetto ad M ed a t/ e sostituendo i valori ( 4 ), le relazioni seguenti: 

= 2(M.+F£.). 


(4j 


du 


EF, + F(E,+F,) + GE„ 


^ = EG,+F{F, + G:)+6F„ 
= .(Ff, + GF.), 
|f=4(FG,+ GG,), 


alle quali giova aggiungere le due seguenti: 


(4.) 


du 




dv 


H{F, + GJ, 


che ne sono conseguenza. Il gruppo d’equazioni ( 4 ^) determina completamente le quan- 
tità Fj, Gj 5 G^, le quali, come si vede, non dipendono che dalle funzioni 

F, F, G e dalle loro derivate prime, e però sono indipendenti da ogni deformazione 
della superficie (per flessione, senza estensione). In secondo luogo si ha manifestamente, 
dalle equazioni ( 4 ), 

j ~ ì I 


du^ 


(4.) 


R t p. I 


dudv 


dudv 


^ 5"x d"v d\ 


dv^ 


dv^ 


e le tre quantità cosi definite, ben note nella teoria delle superficie, hanno un significato 
geometrico importantissimo, che si riassume tutto nella formula 


(4.) 


ds 


Adii" Bdudv Cdv"" = o, 


dove i differenziali du^ dv, ds sono legati dall’ equazione (i^) e dove i? è il raggio di 
curvatura della sezione normale condotta per l’elemento lineare ds. 
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Introducendo le espressioni ( 4 ), i cui coefficienti risultano cosi perfettamente de^ 
terminati, nell’equazione (a), si trova 




dx 
d u 

dx 

dv 


~{— (^A X —j— 2 B y 

ed egualmente operando per le altre due equazioni analoghe si ottengono due altre 
formole, ricavabili da questa mettendo al posto di X, x^ a prima F, y, poi Z, y. 

Dalla forma delle equazioni cosi ottenute ed in virtù della considerazione che ha 
già servito a passare dalle equazioni (II^) alle (HI,), si deduce senz’altro 

HU =/£(«+|E + £,X + .F,,+ G,v), 

=*'5(5^ + 1 ^ + £,>■+ 2F.(.+ G.v), 

HW = A1 + + Cv. 



Queste, insieme colle (IH,), sono le equazioni cui alludevamo al principio di questo §. 
Le nuove componenti 17, Z, IV sono evidentemente legate alle primitive X, F, Z 
dalle relazioni 


X = + JVoL, 

ì/Eàu ^Gàv 


(5) 




J^dy 

\/Gdv 

V 


+ 


^ 4 . 4 . 


donde si trae, reciprocamente, 

\ w = o'.x-j-pr-j-YZ. 


(sj 
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§ 5- 

Altra dimostrazione delle equazioni trasformate. 


Per istabilire direttamente le equazioni d’equilibrio nella forma (IH), (IIIJ, giova 
riguardare le coordinate x, y, x. d'un punto qualunque dello spazio come funzioni delle 
tre variabili cioè della distanza normale w che quel punto ha dalla superficie 

<7 e delle coordinate curvilinee v del piede di questa normale. Poiché i punti dello 
spazio che avremo bisogno di considerare sono infinitamente vicini alla superficie c, è 
impossibile ogni ambiguità rispetto ai valori delle variabili w che corrispondono 

a dati valori delle coordinate y, 

Considerando sotto questo aspetto le quantità x, y, si ha 


e, facendo w — 
(6) 


dx^ dx^ . dx^ 
ò X ==: ~ ò u -~ò V — 6 tu , 

du ' dv ' d tu ’ 


fi A' = 


à-?“+ 


S «i; -j- (X S ^6/ . 


Cosi per Sy e S:(. In queste ultime equazioni (6) tanto le variazioni Sx, quanto 

S X ^ X 

le derivate ^5 etc. ed i coseni a, p, y sono di nuovo quelle stesse quantità che 

vennero precedentemente designate coi medesimi simboli. Quanto alle nuove variazioni 
ìiVy ^Wy esse debbono considerarsi come funzioni monodrome, continue e finite 
delle variabili Uy v. 

Dalle espressioni ( 6 ) risulta che, se 5 è Telemento lineare avente sui tre assi delle 
Xy y, :( le projezioni Sx, Sy, S;;;;, si ha 


^ 5 ^ = + 2FÌ)uÌìv + Gì)v^ + 

ed ancora che, se S 5^ è un’altro simile elemento, avente in comune col primo Torigine 
(w, v^y ma corrispondente ad altre variazioni ^ii^y ^v^y ^tv^y si ha 

cos (pSy ^ s^) — E^uì)u^ F(^u^v^ -|- ^zuStu^ . 

Ora, se il secondo elemento §5^ è nella direzione d’una forzai?, avente le componenti 
Uy Vy W nelle direzioni Uy Vy Wy si ha evidentemente 


U: V: W:R = 


% 
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e 1%, foriDola precedente dà 

(éj R^scos{R, ^s)= F^v) -j- -f- -f- ÌV^w. 

yE y G 

Quindi, rappresentando il primo membro di quest’ultima equazione il lavoro della forza 
R dovuto allo spostamento ts del suo punto d^applicazione, il secondo membro ci som- 
ministra Tespressione del medesimo lavoro in funzione delle componenti, secondo le 
direzioni così della forza come dello spostamento. Questo risultato si poteva 

ottenere, meno direttamente, dalle equazioni (5). 

Sostituendo nei secondi membri delle equazioni (2J le espressioni 

3 


X ^ I à' X ^ . dcL^ dx d^u dx d'^v . d^w 


d^x 

dv 


d^'x ^ d^'x ^ . dx d^u . dx d^v . d^w 

dudv dv du òv dv ’ 


ricavate dall’equazione (6), si trova 


(7) 


1 r? , t:^^V , I .. 

— òE =: E “c— *4~ F~zr dE — Aotu. 

2 du ^ dii 2 ’ 

U r: j^d^u j^/d^u , d^v\ ^d^v , 

* + ^) + G-jir + - 


;5S 


w . 


— SG 
2 


f^? + G^ + Ì5G 

dv ' dv ^ 2 


Ch 


lU , 


dove la caratteristica d rappresenta l’operazione 

— |- ^v~ . 
ou dv 

A queste equazioni conviene aggiungere la seguente: 

. . .rr . d(H^v) AG- 2BF+ CE. 

che ne è conseguenza. 

Ponendo 

(7O + = Fìiu-^ GSr; = Sz;', 


e facendo uso delle relazioni (4J, è facile dare alle precedenti equazioni (7) la forma 
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seguente : 


I ^ r' àòu' 


(£j S m' jEj S -y' -f- ^ S , 


2 (jFj S m' -]- Fj S y' -|- 


\ _Lsg = — (G Sm' + G Sv' + CSw;). 

Mediante le formule ora stabilite è chiaro che l’equazione fondamentale (I) equi- 
vale a quest’altra: 

I -f-Ly’(xS£4_2f;.SF + vSG)^ =0, 

dove SjE’, SG hanno i valori (7^). E poiché le quantità ììv' sono arbitrarie 
come le S S Vj cosi non ci resta che sviluppare Fultimo dei tre integrali, considerando 
come variazioni arbitrarie le 

Ora dalle equazioni (7J si ricava 


-L(iS£+2|,.8f+v8G) = >®|“' 


/d^u' dì>v^ \ 

\ / ‘ 


(F -j- ^ “4“ — (^2^ "4“ G^'O — (4^)^ 4 “ ^ * 4 “ , 


Ma si ha 


JL I I 

+ V d v" “aTT ) + 


d^v' dQ^ìiti' 4~ p-St»') , a(p.8w' 4“ 

dv du * dv 


quindi, colle trasformazioni d’integrali già adoperate nel § 3, risulta 

J (iSF+2f.SF + vSG)^= + + 

+ (|-^+|^ + ^,^+2Ì^.K-+G,v)Sy' + (^X + 2B(.+ Cv)s4 
+ y’[o.U'+,.^^;')(F|^ + F|^)+CaSM' + v8z,')(F|^+G||)]^. 



438 


sull’eq.uilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili. 


[70 


Sostituendo quest’espressione nella formula (I) ed eguagliando a zero i coefficienti di 
ìiu\ Sz/', si ricade sulle equazioni (HI), (IIIJ del § 4. 


§ 6. 


Determinazione delle tensioni superficiali. 


Sulla superfìcie cr, supposta equilibrata, si tracci ad arbitrio una linea chiusa di 
cui diremo ds Telemento lineare e dn l’elemento normale, diretto verso Tinterno della 
regione limitata dalla stessa s. Intendendo per i l’arco variabile di questa linea, contato 
da un’origine arbitraria, giova fissare il senso dell’accrescimento positivo di quest’arco 
in modo che l’elemento ds^ percorso in questo senso, sia disposto rispetto 2i dn ei z 
w come l’asse delle x è disposto rispetto a quelli delle y e delle rispettivamente. 
Questo sarà per noi il senso della circolazione positiva lungo la linea s. Per tale con- 
venzione si hanno le relazioni seguenti *): 


( 8 ) 


-ÓM pàv . „dv 

pdu j^dv _ 


~du 

^57 


+ 



d 

dn 



+ 




? 


due delle quali sono conseguenze delle altre due. Per distinzione, indicheremo con s' 
la linea di contorno, che precedentemente era stata designata con s. 

Ciò posto immaginiamo che, per un dato sistema di forze (X, F, Z; ZJ) 

applicate alla superficie d ed al contorno 5' e capaci di costituirsi in equilibrio sulla 
superficie medesima, sieno state determinate le tre funzioni >, p., v, in guisa da rendere 
identicamente soddisfatte le equazioni indefinite e le equazioni ai limiti. Sostituendo le 
tre funzioni trovate nelle equazioni (IIJ, riferite alla nuova linea chiusa r, se ne rica- 
veranno dei valori determinati per le quantità ivi designate con , F^ , ; ed è chiaro 

che il nuovo sistema di forze (X, F, Z; X^, F^, ZJ, applicato alla porzione di a in- 
terna ad s ed al suo contorno deve mantenere in equilibrio la detta porzione isola- 
tamente considerata, poiché le equazioni indefinite e le equazioni ai limiti, per tale por- 
zione di superficie e per tal sistema di forze, sono identicamente soddisfatte. D’altronde 
questa stessa porzione di superficie, considerata come parte di a, è già in equilibrio 
sotto l’azione delle forze (X, F, Z) applicate alla porzione medesima e di quelle altre 
forze incognite che nascono dal collegamento di questa colla porzione residua di a. 


*) Ddlir variabili complesse, etc. art. V. 
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Dunque il sistema di queste ultime forze è equivalente a quello delle forze (X^ , , ZJ 

determinate dalle equazioni (II e siccome si può, senza turbare Tequilibrio, supporre 
che la linea ^ diventi rigida in tutta la sua estensione, tranne lungo Telemento d s, cosi 
si deve concludere che le due forze eguali e contrarie 

(X^ds, YJs, ZJs), XJs, ^ Y^ds, - ZJs), 

applicate alFelemento ds^ rappresentano Fazione mutua che, nello stato d’equilibrio, ha 
luogo fra le due regioni superficiali contigue a quest’elemento. Quest’azione mutua è 
ciò che si chiama tensione, della superficie lungo l’elemento ds. 

Sebbene la tensione cosi definita non sia propriamente una forza, ma il risultato 
della coesistenza di due forze eguali e contrarie, si suole ordinariamente scambiarla col- 
l’una o coll’altra di queste forze. Ciò non ha alcun inconveniente, quando si stabilisca 
senz’ambiguità quale delle due forze si debba prendere. Noi converremo di prendere 
sempre la seconda, cioè quella che, nelle ipotesi precedenti, sarebbe esercitata dalla por- 
zione di superficie interna ad s sulla porzione residua, epperò, denotando con T^ds il 
valore assoluto della tensione lungo l’elemento ds t con T^^ds la componente (normale 
od obliqua secondo il caso) di questa tensione in una ^ direzione qualunque r, avremo 
dalle equazioni (II J 




,/^dx dx\/„du , r^dv\ , / dx 

+ +'' ai j + r ai 



5 


5 


J 


dove sono componenti normali di ed avremo pure dalle equa- 

zioni (III,) 


wr,. + /s[»(4“ + F|^) + ,( 

Hr„ + v'G[,(4 + F|-«)+.( 




= o, 


T.... = 


dove 4,,, '4^ sono componenti oblique e è componente normale di T^. 

L’ultima di queste equazioni mostra che la tensione superficiale è sempre diretta 
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tangenzialmente alla superficie, il che può riguardarsi come evidente a priori. Non ram- 
menteremo dunque più la componente 

Per le convenzioni fatte, la regione superficiale donde la tensione emana è sempre 
quella verso la quale si dirige la normale n. 

In virtù delle relazioni ( 8 ) si può dare ai valori delle componenti di tensione, 
secondo le linee u ^ h seguente forma semplicissima: 


(IV) 



Non comparendo più, in queste formole, la direzione n della normale, può sembrare 
a prima giunta che riesca indeterminata la regione della superficie donde proviene la 
tensione sulPelemento ds^ mentre è pur manifesto che, passando dalFuna all’altra delle 
regioni contigue all’elemento stesso, le componenti della tensione debbono cambiar di 
segno, conservando gli stessi valori assoluti. Non bisogna però dimenticare che le re- 
lazioni ( 8 ), donde risultarono le equazioni (IV), presuppongono una determinata rela- 
zione fra le direzioni ds e dn, cosicché il senso deiraccrescimento dell’arco 5, e quindi 
il segno delle derivate di e di t; rispetto a quest’arco, determina implicitamente la di- 
rezione di d n. In virtù delle convenzioni fatte in proposito, le equazioni (IV) definiscono 
le componenti della tensione sull’elemento ds^ in quanto tale tensione procede da quella 
regione della quale l’arco Sj percorso nel senso del suo accrescimento, ò contorno o 
parte di contorno percorso positivamente: e ciò toglie ogni ambiguità (anche se la linea 
s non è chiusa). 

Consideriamo, per esempio, la regione angolare (d’ampiezza minore di tu) compresa 
fra le due linee v che partono da un punto (w, v) della superficie, nella direzione 
ài u e V crescenti. Per le convenzioni fatte nel § 2 è chiaro che la prima di queste linee, 
considerata come parte del contorno di detta regione, è percorsa positivamente quando 
u cresce, mentre la seconda è percorsa positivamente quando v decresce. Volendo dunque 
calcolare, colle formole (IV), le tensioni procedenti da quella regione sui due elementi 
contigui al vertice deU’angolo, bisogna porre 

du I dv 

quando si tratta della linea u, e bisogna porre invece 

du dv I 
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quando si tratta della linea v. Ne risulta che, denotando per comodo con le 

due tensioni cosi definite, si ha 



Queste ultime formole somministrano il significato meccanico dei moltiplicatori \ v, 
insieme colla relazione necessaria 

(9.) 

Per interpretare questa relazione osserviamo che, designando con i valori 

assoluti dei due elementi lineari cui si riferiscono le tensioni T, , T^, e con 0 l’angolo 
ch’essi formano, essa può scriversi così 

d . sen 0 d 5,, = d s ^, . sen 0 . 

Sotto questa forma essa rende manifesta la spontanea eguaglianza delle coppie che na- 
scono dalle componenti tangenziali delle tensioni sui lati opposti del parallelogrammo 
di lati ds^^^ ds,^,f coppie che agiscono in senso contrario, appunto in virtù dell’egua- 
glianza (9J. 


§ 7 - 


Studio delle tensioni superficiali. 

Denotando con dt l’elemento lineare spiccato dall’origine di nella direzione della 
tensione T^ds, si ha evidentemente 

T^ds: T^^ds: T^^^^ds 1= dt\duy E:dv\' G , 

dove dw, dv sono gli incrementi di v corrispondenti al nuovo elemento dt. Ne segue 




du 
dt ’ 




d V 

dt ’ 


DELTRAMI, tOmO III. 
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epperò, sostituendo nelle forinole (IV), 


(IVO 


l rp dU 

^dt 
. dv 

^dJ 


dv 

57 

dv 

ds 


du 

d u 


Rammentando che ogni coppia di derivate, quali sono per esempio ^ e sod- 
disfa, in virtù dell’equazione (ij, alla relazione 


(io) 




si vede che, data la direzione 5, le precedenti formolo (IV') definiscono il valore asso- 
luto T^ds e la direzione t della tensione sulFelemento ds^ intesa nel senso che è stato 
convenuto nel § precedente. Ma poiché l’equazione (io), che deve intervenire nella 

d tt d V 

57 ’ rimane inalterata quando si cambia t in — 


determinazione delle derivate 


cioè quando s’inverte la direzione deirelemento dt, cosi si rende opportuno di rimovere 
la restrizione che debba sempre rappresentare il valore assoluto della tensione uni- 
taria, e di lasciare invece che possa prendere indifferentemente Tuno o Faltro segno. 
Poiché il cambiamento di Hn — ^ e di in — lascia inalterate le formole (IV'), 
ciò equivale a convenire che una tensione nella direzione t equivalga ad una tensione 
— nella direzione — e questa è una convenzione abituale in meccanica. 

Eliminando fra le due equazioni (IV') si trova la relazione fondamentale 


d udu (dudv d u d v\ . d v d v 

'' Js al ~ \a7 dì ■*" è t ds ) ^^d~s dt ^ ° ’ 


che stabilisce la dipendenza necessaria fra la direzione d’un elemento lineare qualunque 
e quella della tensione cui esso è soggetto. Questa dipendenza, come si vede, è reciproca, 
cosicché, tracciato ad arbitrio il sistema delle linee è sempre possibile *) associargli 
un altro sistema di linee v tali che, in ogni punto della superficie, la tensione sull’ele- 
mento della linea u sia diretto secondo la linea v e, reciprocamente, la tensione suU’ele- 
mento della linea v sia diretta secondo la linea 11, La proprietà caratteristica di tali 
sistemi associati è che la funzione p. riesce, per essi, identicamente nulla. In generale, 
l’annullarsi di u in un punto della superficie indica che le linee u t v sono, in quel 
punto, coniugate fra loro nel senso definito dall’equazione (n). 


Salvo in un caso accennato più sotto. 
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Dalle forinole (IV') si deduce 



Ma, stante la reciprocità delle direzioni i, t, le stesse (IV') dànno anche 

j. òji dv du 

‘ds ~ 


^ dv dv 

^■s7 = i^aT 



5 


dove Tj è la tensione unitaria sull’elemento dt, positiva o negativa secondo che la sua 
direzione concordi con quella di di od è ad essa opposta. Ne risulta che le tensioni 
sopra due elementi lineari conjugati sono legate dalla relazione 




r, r, -f = 0, 


della quale abbiamo già incontrato un caso particolare nel § i. 

Le infinite coppie di direzioni conjugate, set, in uno stesso punto della superficie, 
formano (ii) un’involuzione quadratica, i cui elementi uniti sono dati dall’equazione 




/duY dudv /d vY 

''(as) ~^^d7d7 + ^\dj) 


O. 


Questi elementi sono reali, coincidenti od immaginari secondo che sia 


— =. 0 , > 0 . 

Nel primo caso ciascuno dei detti elementi è soggetto soltanto a tensione tangenziale *), 
cioè ad una tensione che agisce nel senso deirelemento stesso, ed il valore di questa 
tensione è dato, (iij, da 

+ -(jL^ = o. 

Nel secondo caso, cioè quando i due elementi uniti coincidono in un solo, la tensione 
corrispondente è nulla. Reciprocamente questi elementi uniti, quando esistono, sono i 


*) Quando si verifica questo caso in ogni punto di <t, esistono infinite linee soggette a sola ten- 
sione tangenziale e cioè conjugate a sè stesse; è quindi impossibile associare al sistema di queste linee 
un secondo sistema, distinto da esso e con esso conjugato. A ciò si riferiva Teccezione indicata nella 
nota precedente. 
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soli esenti da tensione, perchè le due equazioni (IV'), per T^ = o, non sono concilia- 
bili fra loro se non sotto la condizione Xv — = o e, quando questa è soddisfatta, 

definiscono la stessa direzione che l’equazione 

In ogni involuzione quadratica esiste sempre una coppia di elementi ortogonali. 
Vi sono dunque, per ogni punto della superficie, due elementi lineari perpendicolari 
fra loro e ciascuno dei quali è soggetto a tensione normale. 

Per determinare le direzioni di questi elementi principali e le tensioni cui sono 
soggetti, osserviamo che dovendo, per essi, essere perpendicolari fra loro le due direzioni 
5 e si ha, in forza delle equazioni (8), 


d u 
ds 


-\-F 


dv 

ds 


z=zH 


dv 

dt 


cosicché le formole (IV') dànno 


T^du 


+ e 


dv 

ds 


— H 


du 

di ’ 


(12) 





A 


dv\ 
'dsì ‘ 


Rammentando ciò che si disse rispetto alle relazioni (8), è chiaro che la tensione prin- 
cipale risulterà positiva quando sarà diretta verso l’interno della regione dond’essa 
proviene. Se fra le due equazioni (12) si elimina si ha 


/ r-5v\/.dv dn\ . ì -r^dii . ^dv\ ( dv dn\ 

1^57 + i '57 - 1*87 ) + (^57 + J ^ ■'Si ) 


Se invece se ne eliminano le derivate di w, si ha 


{ET^ + iYv)(G r. + HX) -(FT^- = o. 


Alla prima di queste due equazioni si può dare la forma 




alla seconda la forma 


! / ^ ~ diidv ( dv \^ 
I \ds ì dsds \ds f 


G —F E 


(ia) 


^s-f- - 


Gv 


T. -j- A V y — o . 

S I l 
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Le soluzioni di queste due equazioni sono sempre reali, perchè tanto Tespressionc 
— Gvy + 4 (£(x + Fv)(Fl + G(x), 


quanto quest’ altra 
equivalgono alFunica 


(El + 2Fp. + Gvy — 


{E FI +2EG11 -\-FG^y + H\El — Gv)^ 
EG 


la quale non può mai diventare negativa. 

Inoltre Tequazione (12J definisce effettivamente due direzioni ortogonali, perchè, 
detti s\ s" gli archi ad esse corrispondenti, si ha dall’ equazione anzidetta 


du du ^ 
donde segue 


^du dv 


\ d V dv 

f G 


G E 


E F 


— p- ^ 

* 

1 V 


V — p. 


^dudu , j^/dudv , dudv\ , ^dv dv 

^^'d 7 ’ + + dY'd?) 


relazione che esprime appunto l’ortogonalità degli archi s\ 5 " nel punto (w, v). 

Le due tensioni principali T^,, definite dall’equazione (12J riescono eguali fra 
loro, quando si abbia, (12^.), 

£f)^-}--2£'Gp.-l~FGv = o, E'k — Gvzno, 

cioè 

(12,,) X:p.:v = G: — F:F. 

In questo caso l’equazione (i2„) diventa un’idcntiti e quindi ogni elemento lineare uscente 
dal punto in cui si verificano le relazioni (12^) è soggetto a tensione normale e costante. 
Infatti l’equazione (12J dà 

^ j. Hi iL(x i£v 

— Q — p” — — £ ? 

e le equazioni (IV') diventano, (8), 

^ dii j. du .j. dv j. dv 

•'■§1"” ^dt~ ^’dn^ 

donde 

t = n, r = r,. 

Quando la proporzionalità (12^^) si verifica in ogni punto dio-, si rientra nell’ipo- 
tesi, più volte menzionata, dell’inestendibilità secondo Lagrange, la quale trae appunto 
con sè tale proporzionalità [vedi le formole (3^) alla fine del § i] : vale a dire che in 
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tale ipotesi la tensione è sempre normale all’elemento e costante per uno stesso punto 
della superficie. E reciprocamente, quando la tensione segue questa legge, requilibrio 
esige soltanto l’inestendibilità dell’elemento superficiale. 

Essendo 

-^/Edu -^/Qdv ’ 

T —L«ìy 4. 

" YEdii'yG^'^’ 

T — 

yEdu~^ fQdv’ 


se si projetta la tensione sulla direzione s e sulla direzione n, si ha 


T 

ss 

T 

sn 



d u 
ds 

d u 
dn 



Di qui, sostituendo i valori (IV), si deduce 



In queste espressioni si ha la conferma, per altra via, del fatto che le equazioni 
(12^) definiscono rispettivamente le direzioni degli elementi lineari soggetti a sola tensione 
tangenziale, oppure a sola tensione normale. 

Supponiamo che, in un punto (u, v) della superficie, gli elementi lineari diretti 
secondo u e secondo v sieno gli elementi principali; ciò implica, per quel punto, le 
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due condizioni [^ — o, F = o. In tal caso le equazioni che precedono le (IV) dànno 


T l/G 


ossia, (pj, 


du 
dn ’ 


TJE- 


Gv 


dv 

dn 


r„= 


T,.= TyG 


dv 
dn ‘ 


Le sono ora le tensioni principali. Di qui si deduce 



e però se, nel piano tangente in {u, t>) alla superficie, si delinea Tellisse che ha il cen- 
tro in quel punto ed i semi-assi diretti rispettivamente secondo u e secondo 

ogni semidiametro di quest’ellisse rappresenta, in grandezza, la tensione diretta secondo 
il semi-diametro stesso. Quest’ellisse non fa conoscere, in modo semplice, la direzione 
deirelemento cui tale tensione appartiene. Questa direzione si desume dall’equazione 
(il) che, nel caso attuale, diventa 


od anche 


dudu ^ dvd V 


L,. cos (s u) + r T^„ cos ( 5 1;) = o . 


Dalla prima delle equazioni (13) risulta che, aflìnchè la componente normale 
non sia mai negativa, dev’essere 


)v^o, v^o, Iv — [x"Xo. 


Queste condizioni sono, in generai e., necessarie perchè le tensioni interne sieno contra- 
state daU’inestendibilid della superficie. Ma se il contorno di questa è fisso, in tutto 
od in parte, le tensioni possono diventare anche negative, senza che Tequilibrio ne sia 
turbato. Ciò, del resto, deve essere esaminato in ciascun caso particolare. 


8 . 


Primo caso notevole d’equilibrio. 

Dalle formole (2J si deduce 

+10 


{GlE— 2 FSF 4 -£SG) = ^(^g|| 


■pdx\ d^x 
dvj du 


,dx 

dv 


j^dx\ d^x 
du) dv ^ 
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ossia 


G^E — iF^F EhG 
iH" 



r^dx pdx 

) , 8 ( d-y 8 m 5. 

ÒX I + — \ ÒX 


Ora l’espressione 


I 

TT 



F— 

8 v I , 8 I dv 
+ 5- 


Ì2\ ( E--^ 

óx; I , 5 1 Bv 



d u 


H 


è quella che già da lungo tempo *) ho designato col nome di secondo parametro diffe- 
renziale. della funzione 9(^5 c che ho denotato col simbolo ^^9- dimostrato 
inoltre **) che, per 9 = x, 3', si hanno le forinole 

dove sono i due raggi principali di curvatura della superficie nel punto (^u, t;), 

da considerarsi come positivi o come negativi secondo che la loro direzione [dal rispettivo 
centro di curvatura verso il punto v)] concordi 0 no con quella della normale tu. 
Se dunque per brevità si pone 

cioè se si designa con la curvatura media della superficie, si ha 

+ T^O 


+wl 



p.8x pdx 

„ l+St .3X:-.A»S, 

H / ‘ 8® 


IT 


*) Ricerche di analisi applicata alla geometria [Giornale di Matematiche, tomo II (1864) ; oppure 
queste Opere, volume I, pp. 107-198]. 

**) Sulle proprietà generali delle superficie d*area minima [Memorie dell’Accademia di Bologna, t. VII, 
serie II (1868); oppure queste Opere, volume II, pp. 1-54]. 
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Quest’eguaglianza, moltiplicata per da ed integrata sopra un pezzo qualunque, 
della superficie considerata, dà, colle solite trasformazioni, 


i rG^E—2F^F4-E^G 


t/ 


d<7=z J 




o, più semplicemente, in virtù delle formole (6), (7^), 


hìitvd 




Ora questa equazione rientra nel tipo generale (F), ponendo 



/ U = o, 

r = o, 

II 


(14) 



W, = o-, 



II 

1 

^lo 

II 

V = 

p£ 


dove p è un fattore costante. D’altronde Tequazione suddetta è soddisfatta identicamente, 
per ogni sistema di valori delle variazioni Sz/-, Ììw: dunque il sistema (14) delle 
forze ([/, F, JV) ed ( 17 ^, FJ mantiene in equilibrio il pezzo di superficie cui sij;è 
estesa Tintegrazione, generando tensioni i cui valori risultano dalle forinole generali col 
dare a \ p., v i valori (14). 

Le forze applicate ai vari punti della superficie sono, in questo caso d’equilibrio, 
normali ad essa e proporzionali alla curvatura media locale. 

Le forze applicate lungo il contorno hanno l’intensità costante p e sono dirette in 
senso opposto ad n (supposto positivo il fattore p), cioè secondo la normale esterna al 
contorno stesso. 

Inoltre l’equazione (ii) diventa la condizione dell’ortogonalità fra le direzioni 5, t: 
dunque ogni elemento lineare c soggetto a sola tensione normale, e questa tensione è 
la stessa in ogni punto ed eguale a quella che ha luogo lungo il contorno. La prima 
parte di questa proprietà dipende da ciò che i valori attuali delle quantità \ (x, v sod- 
disfanno alle condizioni (3^), cosicché per questo caso d’equilibrio l’inestendibilità può 
interpretarsi nel senso lagrangiano. 

Abbiamo dunque il teorema seguente; 

Un pexxp quaìungue di superficie fiessibile ed inestendibile è mantenuto in equilibrio 


beltrami, tomo III. 


57 
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da una tensione costante e normale lungo il contorno e da una foraci normale dovunque 
alla superficie e proporzionale alla curvatura media locale. La tensione costante del con- 
torno si trasmette equabilmente in ogni punto della superficie. 

Fra i casi particolari degni di nota indicheremo quello delle superficie di curvatura 
media costante^ per le quali la forza normale alla superhcie è dovunque costante, come 
la tensione al contorno; e quello delle superficie d’area minima, per le quali ha luogo 
il teorema: un pezzo qualunque di superficie d’area minima, sottoposto a tensione costante 
e normale lungo il contorno^ e sempre in equilibrio e presenta la stessa tensione in ogni 
punto ed in ogni direzione *). 

Se i valori (14) delle quantità ? 7 , F, fF, a, p., v si sostituiscono nelle equazioni 
(III), le due prime di queste [ponendo mente alle relazioni (4J] sono identicamente 
soddisfatte e la terza riproduce la nota espressione 

h __ AG — iBF + CE 
2 ~ 

della curvatura media. 


§ 9. 


Secondo caso notevole d’equilibrio. 


Premettiamo un lemma. 
Dalle espressioni 


A == 



dxd <y- 
d li d u ’ 


X d xdoi 's;;— d X d V. 

d u ò V ^ d V d u ' 


dx 

òv 'òv 


equivalenti alle (4^), si deducono facilmente le eguaglianze seguenti: 


^dx 

^ du 

av 




dx 

du 


^d-v~ 

a?. 

•v/ Z 

' li 


‘ du 


P ^ i 


’*') Questo caso d’equilibrio fu già notato da PoissoN, nella Memoria ricordata al principio. Anzi 
lo stesso PoissoN ha considerato il caso più generale (accennato nel § io), ma in modo assai incom- 
pleto. Del resto le equazioni fondamentali da cui egli parte sono inesatte, e non danno luogo a queste 
applicazioni corrette se non per una specie di compensazione d’errori. 
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e da queste si trae 



B 


dx ' 


.dx 

d-yj. dv 5(^dy'^ 

£ r^'^x H ' “ ^ " 


/5p(5y 5 &dy\ 

\dudv dvdu/' 


Si ottengono due formole analoghe a questa permutando x con y e con ol con ^ e 
con y. Ora dalle due identità 




‘ du ^ du ' ^ du ’ dv 

si deducono tre relazioni di cui la prima è 


dx , . 5 ^ , dr 

‘‘- + P5 -; + TjJ = o 


d^dy d^dy 

dudv dvdn ’ 


dove D è un fattore comune a tutte tre, il quale, per essere y'^ = i , è 

rappresentato da 


Ma essendo evidentemente 


si ha 
epperò 



a 


T 


dx 


d y 

D = 

d u 

d u 

d u 


dy. 

d?> 

d y 


d V 

d V 

d V 


a 


T 


I dx 


d %_ 

H = 

du 

d u 

~d u 


i 

! dx 

d y 

di 


[ dv 

dv 

dv 

HD = 

AC — 



D-- 




dove k è la misura della curvatura secondo Ga.uss. 

Di qui risulta che se, per brevità, s’introduce il simbolo 


V ? = 


H 


^,Cp^Bp-\ jAp-Bp' 

5j du 5i'|i5| ov dìi 
aTA H l^èv 


H 
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analogo, in certo modo, al A^cp del § precedente, si hanno le nuove formolo 

= \ìy =: ^:(^=: 2 k^y 

che fanno riscontro a quelle ricordate nel detto §. 

Ciò premesso, ripigliamo le formole (2J e deduciamone la seguente: 


2 BÌÌF + A^G) 



jydx\d() x^' 

\ dv du) 


ossia, in virtù delle formole or ora dimostrate, 


Cì^E— 2 BÌìF + A^G 

2 H^ 


2 A’(otàx 4“ 


+7I 


òu ' 


^dx dx 
^Wtl ~ ^dv 
H 


nx 1 + 


dv 


,dx ^dx 
^dv-^dl 
H 




Quest’eguaglianza, moltiplicata per da ed integrata sopra un pezzo qualunque, c, della 
superficie considerata, dà, colle solite trasformazioni e colFuso delle formole (6), (7 J, (8), 

+ /[(4“ + 4:) *«■ - K” + 4i) ^ 

I rCìiE~2BìiF -\- AìiG 

+ vj — 




d/j = o. 


Ora quest’equazione rientra nel tipo generale (?) ponendo 
t/=o, F = o, 

]tt l r/ 9 yG / du j}dv\ 

(15) = - Ta 1^S7 + <^S7; ’ = YH r s, + ''àd ^ 

. _ fC 


2 H^ 




9B 

VH' 


fF=fk; 
fV^ = o-, 

— lA. 


dove p è una costante. D’altronde l’equazione suddetta è soddisfatta identicamente, per 
ogni sistema di valori delle variazioni òu, St', ìiiv: dunque il sistema (ij) delle forze 
{U, V, W') ed (t/j, F ) mantiene in equilibrio il pezzo di superfìcie cui si è estesa 
l’integrazione, generando tensioni i cui valori risultano dalle formole generali col dare 
a 1 , p-, V i valori (15). 
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Le tensioni così calcolate sono, per un elemento lineare qualunque, ds, 



'dr j’ 


9ÌG 

iH 



di) 


e, lungo il contorno, risultano naturalmente eguali e contrarie alle forze esterne (U^, FJ. 
L’equazione (ii) diventa in questo caso 


duòu /èudv .òudv\ . 


„dvèv 

^Jldl 


o, 


e coincide colla nota relazione fra le tangenti conjugate (dupiniane) della superficie; co- 
sicché la tensione sopra ogni elemento è diretta secondo la tangente conjugata ad esso. 
Ne consegue che le linee i cui elementi sono soggetti a sola tensione normale sono le 
linee di curvatura e che le linee i cui elementi sono soggetti a sola tensione tangenziale 
sono le linee asintotiche. Le formolo (13) diventano 


ossia 

(15,,) 


T.. = 


p 

tTH 


/dv\' dvdu /duV 
\d 5 / d s d s \5 5 / 


A 

E 


B 

F 


C 

G 


T — T — 

~ 2i?/ - "" 2S ^ 


dove ^ è la curvatura normale delFarco s, la torsione geodetica del medesimo 

arco. Essendo nota la direzione della tensione , basta la prima di queste componenti 

a determinare la grandezza. 

Abbiamo dunque il seguente teorema: 

Un pezxp qualunque di superficie flessibile ed inestendibile e mantenuto in equilibrio 
da una for^u normale dovunque alla superficie stessa e proporzionale alla misura di 
curvatura locale^ e da una tensione lungo il contorno, diretta secondo la tangente conju- 
gata al contorno stesso ed avente la componente normale proporzionale alla curvatura nor- 
male del contorno. Le linee di tensione normale sono le linee di curvatura della super- 
ficie, quelle di tensione tangenziale so 7 W le linee asintotiche della superficie stessa. 

Fra i casi particolari degni di nota ricorderemo quello delle superficie di curvatura 
costante, per le quali la forza normale è dovunque costante, e quello delle superficie 
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sviluppabili, per le quali la detta forza è dovunque nulla, mentre le tensioni lungo il 
contorno sono dirette secondo le generatrici. 

Se i valori ( 15 ) delle quantità [7, T, fF, a, p-, v si sostituiscono nelle equazioni 
(III), queste diventano 


(150 


^ H ^ H JG, — 2BF^ + CE, 
du dv H 



^ H . AG. — 2BF^-}- CE^ 
3 )^ + ' H 


A C ~B‘ 

w- 


k. 


Uultima di queste forinole riproduce la nota espressione della misura di curvatura. Le 
due prime costituiscono le note relazioni differenziali fra le quantità JS, C, relazioni 
che si presentano spontaneamente quando si cercano i valori delle quattro espressioni 


a 


I 


d' X 
dv^ 


X 


X d^ X 


Infatti, derivando i valori ( 4 ) rispetto ad ti ed a t; e sostituendo le derivate in queste 
espressioni, si trova 


X d A 



d li 

X 

_ dB 

du^' dv 

d u 

d’x 

_dC 

dudv" 

d u 

> « 

d C 


■'i ? 


r) À 

+ C«., 

Ò B , Tì r' I T' 


donde le due relazioni 


dC dB 
du dv 

ÒA dB 


+ JG. + 5(G,-F.)-CF, = 0 , 


che coincidono colle prime due equazioni (i 5 /,), in virtù delle formole ( 4 ^). 
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§ IO. 

Cenno intorno ad altri casi d’equilibrio. 


Combinando insieme i due casi d’equilibrio esposti nei due §§ precedenti, se ne 
ottiene subito un terzo nel quale la forza applicata normalmente alla superficie è data da 

dove p, c p 2 sono due costanti, e nel quale le forze applicate lungo il contorno risul- 
tano medesimamente dalla somma delle componenti omologhe relative al primo ed al 
secondo caso, col mutamento di p in per quelle del primo e di p in per quelle 
del secondo. 

Ma, rispetto alla possibilità di dedurre nuovi casi d’equilibrio da casi già conosciuti, 
giova fare la seguente osservazione generale. 

Supponiamo che, avendo già determinato le funzioni X, p, v per date forze esterne 
(17, F, W) ed (17, , F,, 7F,), si ponga 

A'=pÀ, p-' = p(^, v'=:pv, 

p essendo una funzione di u e di v. Se nelle equazioni (III) si pone X', p-', v' al 
posto di X, p-, V ed U\ V\ W' al posto di L7, F, fF, si trova 


(i6) 



e dalle (IHJ, ponendo U[, V[, W[ al posto di V, V^, IV^, 

(i6j = = w\^o. 

Risulta di qui che il problema dell’ equilibrio rispetto a queste nuove forze {U' , V, f^')) 
(L7', F', 7F'), è risoluto dalle funzioni X', p.', v'. 

Supponiamo, per esempio, che le quantità X, p., v sieno quelle corrispondenti al 
primo caso d’equilibrio (§ 8), quando la costante p è eguale all’unità; si avrà in tal caso 
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Questi valori sono i più generali possibili (per i moltiplicatori 1, [x, v) quando Fine- 
srendibilità s’intenda nel senso lagrangiano. Assumiamo, per semplicità, coordinate orto- 
gonali, ponendo F = o e però anche p. =: o. Risulterà, (16), 


U' 






e si otterrà cosi un nuovo caso d’equilibrio, naturalmente valido nell’ipotesi delFinesten- 
dibilità puramente superficiale, e però anche in quella delFinestendibilità lineare. In questo 
caso d’equilibrio, oltre la forza normale p h intervengono forze tangenziali di potenziale 
p, mentre le forze agenti lungo il contorno sono ancora normali a questo, ma variano 
da punto a punto come questo stesso potenziale. 

Se la superficie <7 fa parte di una delle superficie di livello esterne, relative alla 
funzione potenziale newtoniana 11, l’equazione di La.pla.ce si traduce, pei punti di questa 
superficie, nella nota relazione 

, d II 

2 + hrr = O. 

a w ^ aw 

Se dunque si pone 

^ dw ’ 

si ha 


U' = ^ 


A (^\ 

ds^ ’ 


P = — 








b w ^ 

{dw ) 


e si conclude tosto il teorema seguente: 

Ogni porzione g d^una superficie di livello esterna, relativa ad mi potenifiale newtO' 
niano 11, considerata come superficie flessibile, inestendibile e di densità uguale ad e man- 


tenuta in equilibrio dalle for^e dovute al potenfiale e da forze normali al contorno ed 
eguali in valore a questo stesso potenziale. La tensione d'ogni elemento lineare interno k 
sempre normale ad esso ed e rappresentata, in grandezza^ Retilo stesso potenziale . 
Se la superficie qui considerata si concepisse come un velo fluido (vedi più sopra, 


roemio), la pressione di questo fluido sarebbe 


Il 


§ IX. 


Su diverse forme particolari delle equazioni d’equilibrio. 


Finché il sistema delle coordinate curvilinee u e v si suppone obliquo, il solo caso 
particolare degno di nota è quello in cui le linee u e le linee v sono con j agate fra 
loro rispetto alla tensione, cioè in cui la quantità u è nulla in ogni punto della super- 
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ficie (§ 7). In tale ipotesi le equazior.i (II), avuto riguardo alle'-(9^), diventano 

H7 — — —(t —~(t 

'’ditf/ eJ dv[ “dvl/ g)’ 

per comodo si è scritto in luogo di e in luogo di per essere 

r = r = o. 

tiu vv 

Queste equazioni s’accordano con quelle che il prof. Brioschi ha date, per incidenza, 
nella Nota alla sua Memoria Intorno ad alcuni punti della teorica delle superficie *). 
Nella stessa ipotesi le equazioni (III) prendono, dopo opportune riduzioni, la seconda 
forma ivi assegnata dallo stesso Autore alle precedenti equazioni. Le quali, come già fu 
avvertito al principio, possono essere utilmente invocate soltanto nel caso che sia noto 
a priori un sistema di linee conjugate fra loro rispetto alla tensione. 

La semplificazione più ovvia, e sempre lecita, è quella che si ottiene supponendo 
ortogonali fra loro le linee u e v. In quest’ipotesi le equazioni (II) non subiscono 
mutamento alcuno, ma le (III) si possono interamente e facilmente sviluppare coll’in- 
tervento delle sole funzioni E, G, giacché, per F = o, le equazioni (4 J dànno 


I d y E 
\'£ àn 


F. 


I a/F 
fÈ àv ’ 




yesì/G 


E è u 

_ yEdfÈ p _ I r ' 

G dv ’ ^^yc^du ' 

In virtù di queste eguaglianze le equazioni (III) diventano dapprima 

17 = 


I dfiG 
y 'G § « 


_L 

yG 


F = 


vv 


I 

yo 

I 

yÈ 

I 

yW 


■1 djiyE) d(Ji . 2 dfiE 

yE ' dv~^ y e dv ^ 


y_G_òyG 

E a 


■ I a(v i/G ) |_ _j 2_dyG 
yQ dv ^ du ' yE d H 


yd'i. -j- 2iip -)- Cv). 


yE ai/F 

~ ”G “a 




*) Annali dì Scienze Matematiche e Fisiche (di Tortolini), tomo IH (1852), pag. 29,5. 


beltrami, tomo III. 
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Sostituendo in luogo di [x, v i valori (pj, scrivendo T,, in luogo di 'T^^, 
in luogo di , T in luogo di e ponendo 


YE du = ds^, YG dv = ds^, 


SI ottiene 


U 


V = — 


W 


il __ 

àT^ 

2 dYE 

T -4- 



YEG dv 


d T 


2 ai/G 

r + 



YTG du 

( 

. 2BT 

. CT\ 


1 ^ 
\ E 

'^YÈG~^ G /• 



_j_. (T — r') 
YEG du ^ 

I dYÈ,^ 


YEG 


Finalmente, se si rammenta che, denotando con 


I 


1 


le curvature normali e tangenziali (ossia geodetiche) delle linee u t v rispettivamente, 
si ha 

Ò]/È __ l/£^ òVG _ )/EG 

r „ ’ ò u r,, ’ 


A-= 


e che la quantità 


r — 


dv 

JL — X 

5 ~ fÈG 


è la torsione geodetica della linea u (eguale e di segno contrario a quella della linea v'), 
si può dare alle precedenti equazioni la forma seguente : 


U 


V = 


W : 


R. 


a r dT„ 

2T 

ds, ds„ 

fu 

dT ar 

2 T 

1 

1 

i 

fv 

2T , T 





+ 


+ 


Son queste (astrazion fatta da differenze di segno, dovute a convenzioni diverse) 
le equazioni d’equilibrio date per la prima volta dal sig. Lecornu, equazioni nelle quali, 
come ognun vede, non è fatta alcuna supposizione restrittiva circa la scelta delle linee 
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onogonali u e v, cioè non è ammessa a priori alcuna relazione fra Tandamento di 
queste linee e la distribuzione delle tensioni, cosicché esse sono perfettamente generali. 

Se si ammette che le linee ortogonali u t v sieno quelle di tensione normale, si 
deve porre T = o, e le equazioni precedenti diventano in tale ipotesi 


U= — 

F= — 


dT^ 
d s 

V 


+ 

+ 



T T 
fV= 4 -^ 


Queste equazioni coincidono con quelle che, nel già citato scritto, il prof. Brioschi ha 
dedotto, nel caso delFortogonalità, dalle equazioni riferite più sopra. Esse sono utilmente 
applicabili in tutti quei casi, certo non infrequenti, nei quali la natura della questione 
indica a priori la disposizione delle linee di tensione normale. 

Finalmente se si suppone che uno dei due sistemi di linee di tensione normale, 
per esempio quello delle linee v, sia formato di linee geodetiche (il che evidentemente 
non può avvenire che in casi particolari), si deve porre = 00 e si ottengono dalle 
precedenti le equazioni di Mossotti: 


[7 = 


ÌL 4 , 


J 


ir = 


Tu 



Le equazioni date da Poisson (p. 179 della citata Memoria) non si possono in 
alcun modo dedurre dalle equazioni generali, perchè si fondano sulhipotesi inammis- 
sibile di tensioni normali e disegnali operanti su elementi in generale obliqui fra loro. 
È solamente nel caso delFeguaglianza delle tensioni che quelle equazioni diventano la 
traduzione deiripotesi di Lagrange. 

Lo stesso dicasi delle equazioni a due tensioni ricavate, con ipotesi non molto 
plausibili e in ogni caso troppo artificiose, da Cisa de Gresy nella Memoria già citata : 
equazioni che rientrano in quelle di Poisson. Cisa de Gresy non ha saputo trarre ab- 
bastanza partito dalle considerazioni, in gran parte giuste, che si leggono nel proemio 
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del suo lavoro. Ivi egli osserva, in particolare, che « pour avoir une solution générale 
du problème des surfaces en équilibre, il faudrait pouvoir exprimer dans le calmi Vinexten- 
sihilité de la surf ace d'une manière générale » . Questa maniera generale di esprimere 
Tinestendibilità consiste semplicemente nel porre le condizioni (2): osservazione che 
adesso può parere del tutto ovvia, ma che in realtà era ben lungi dairesser tale, prima 
che fosse nota la dottrina di Gauss. 


§ 12. 


Sulla deformazione infinitesima d"una superficie 
flessibile ed inestendibile. 

Le condizioni (2) deirinestendibiiità si traducono, in virtù delle forinole (7), nelle 
equazioni seguenti: 

/ -{- — dE=: Aùto, 

l du au ^ 2 ’ 

X . , T:/d^u d^v\ jn n 

(17) h^l~V + h< 5 -F = 2BÒW, 

\ dv ' \du^dv/ du. 

r h G d G = C 0 . 

\ dv ' dv ' 2 

Altre equazioni, del tutto equivalenti, si otterrebbero dalle forinole (7 ), ponendo 

=:Ì)F =:ÌÌG==: o. 

Vogliamo innanzi tutto mostrare come le tre equazioni (17) si possano riassumere 
in una sola formola sommamente semplice. 

A tal fine osserviamo che, per la definizione delle variazioni S i; (§ 5), le 

quantità w -J- St; sono le coordinate di quel punto in cui la primitiva super- 

ficie 0- è incontrata dalla normale zu^ che passa per il punto dello spazio in cui si tra- 
sporta il punto (zi, v) quando la superficie suddetta subisce una deformazione infinita- 
mente piccola. Ma quelle stesse variazioni ^ òv possono essere considerate anche sotto 
un altro aspetto, cioè come gli incrementi che ricevono le variabili ii e v quando il 
punto {u^ v) cambia il posto sulla superficie primitiva^ passando dal posto che occupava 
a quello occupato dal piede della normale suddetta. Considerate sotto questo secondo 
aspetto, designiamo quelle variazioni con du e dv e notiamo subito che, per effetto di 
tale spostamento sulla superficie, le quantità £, F, G, riferite al punto che si sposta, 
prendono gli incrementi già designati nelle equazioni (17) con dF, 0F, 3 G. Ciò posto, 
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se si denotano con du, dv altri incrementi arbitrari delle variabili m, e se si som- 
mano le dette equazioni, dopo averle rispettivamente moltiplicate per du^, dudv, 
si ottiene 

(^E du F dv) d d u (^F d u Gdv)ddv 

+ ^ (dEdu^ -f lòFdudv -f- òGdv^) = (^Adu^ -f- 2 Bdudv -f Cdv-)^w. 

Ma essendo, per il significato dei simboli du^ dv^ 

ddu — ddu^ ddv = d dv ^ 
quest’uitima equazione equivale alla seguente: 

{diEdu^ + 2 Fdudv + Gdv^) = (Adu^ + 2 Bdudv-{- Cdv^)hw; 
quindi, per le forinole (4^^), si ha finalmente 

(17J 

Questa forinola semplicissima *), agevole ad interpretarsi geometricamente, com- 
prende tutte tre le equazioni (17): infatti è evidente che, rifacendo la trasformazione 
in senso inverso ed osservando essere arbitraria la direzione deirelemento ds^ cioè il 
valore del rapporto du: dv^ essa si risolve di nuovo in quelle tre equazioni, ossia nelle (2). 

Relazioni analoghe alle (17) furono già considerate dal Sig. Jeixett e servono di 
base alla sua interessante Memoria On thè properties of inextensible surfaces **). Le 
equazioni (B) di questo Autore corrispondono per Tappunto alle equazioni (17), come 
le sue equazioni (C) corrispondono a quelle che risulterebbero dalle formole (7^/80 
non che, avendo il sig. Jellett assunto le coordinate cartesiane x, y al posto delle 
nostre variabili u e la verificazione di tale corrispondenza non può farsi con una 
semplice sostituzione, ma esige alcune avvertenze. Infatti dal supporre u = v — y 
non segue punto che le variazioni (V//., ììv possano senz’altro identificarsi colle àv, Sjy; 


èds , Su/ 

f =”■ 


*) Per ben precisare il significato di questa forinola, sia Felemento lineare corrispondente 'à à s 
sulla superficie deformata, cioè Felemento in cui si converte às (talché ds'~ds)i si projetti ds' normal- 
mente sulla superficie primitiva (mediante le rette lu) e sia ds" l’elemento proiettato; il simbolo òds 
rappresenta la differenza ds" — ds. 

**) Transactions of thè Royal Irish Academy, t. XXII (1855), 343 - 
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e infatti le equazioni (6) danno in quelPipotesi 

^ Z Ò z 

dove /) = — , <7 = . Si osserverà dunque che, essendo 

^ dx ^ óy 

E=i+P% F = pq, G=l-j-q% 
la prima equazione (17) diventa 

d^u , d(p^u gììv^ d p ^ 


— ccììw) , — r^w) dp ^ 

SJ + 1 ’ 


od anche 


^ [(^* P T) ^ 

5x''5x dx 


Ma è a -j- Y = ^? quindi 


i pd^K. 
òx ' ^ §x 


e similmente si ricava dalle altre due equazioni (17) 
d^x , d^y . d^z 1 

^ + - 5 -/ + f + ? §;- = o, 

V , d^z 

Tf + »c.j. =“■ 

Queste sono le tre equazioni (^A) del sig, Jellett, la cui dimostrazione diretta riesce 
naturalmente più semplice. 

Il sig. Lecornu dà anch'egli, alla fine del suo Gap. I, tre equazioni analoghe alle 
precedenti, ma di una forma ancora diversa. Per ottenere le sue formole bisogna far 
uso delle relazioni 

a P H 

cos □ = -,t= sen u = • •-r-™ , 


che definiscono Tangolo delle linee u c e delle 


__ .4 _ 

di E _ 5 — E 

dv ^ du ^ diir r dv ^ 
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che de€niscono le curvature tangenziali di queste stesse linee. Se si pone inoltre 
le equazioni (17) si trasformano facilmente nelle seguenti: 



Quando le linee zi e v sono fra loro ortogonali queste equazioni diventano 

8 S 5^ _i_ ^ 

■ 8 5,7 77 “ ~£“ ’ 

8 fi 5 „ 8 à 5 „ 85,, fi 5 ,, 2Btw 

§57"^ ~77“ “ 7F(f ’ 

8 ^ 5 ,, . Sr, C^w 

st + = ~er ’ 

e, salvo la diversità dei simboli, coincidono con quelle del sig. Lecornu. 

Quando si deve operare sulle equazioni (17), giova tener presenti parecchie rela- 
zioni secondarie, che ne sono conseguenza e che servono ad agevolare i calcoli. Ne 
citeremo solamente due, per la loro speciale importanza. La prima è la seguente: 

du ^ dv ^ 

e si deduce immediatamente dairequazione (7J. La seconda, che richiede alquanto più 
d’artificio, è quest’altra 

dk — h w \ tu') = o . 

I simboli hy ky \ sono quelli già adoperati nei §§ 8, 9. Quest’ultima relazione serve, 
per esempio, a verificare Tinvariabilità della misura di curvatura k; giacché, se si cerca 
la variazione di questa quantità, per effetto d’una deformazione infinitesima qualunque *), 


Cioè non vincolata alle condizioni (2). 



464 sull'equilibrio delle superficie flessibili ed inestendibili. [70 


si trova appunto 

Ììk = dk — hkózu -j- v(St4/) . 

Colle forinole semplici del sig. Jellett quésta verificazione riesce molto più spedita: 
ma la scelta troppo speciale delle variabili indipendenti rende quelle forinole meno 
adatte -ad altre applicazioni, quali sono per esempio quelle che si ebbero di mira nel 
presente scritto. 


LXXI. 


SUL POTENZIALE MAGNETICO. 


Annali di Matematica pura ed applicata, serie II, tomo X (1882), pp. 241-260. 


Nel volume intitolato Reprint of Papers on Electrostatics and Magnetism (London, 1 872), 
contenente la collezione degli anteriori scritti di Sm William Thomson suirelettrostatica 
e sul magnetismo, arricchiti di note e di addizioni inedite considerevoli, TAutore ha 
introdotto alcune nuove definizioni per Yasse e per il centro d’un corpo magnetico. 
Queste definizioni, colle forinole relative, fanno parte di un’Addizione (in data del set- 
tembre 1871) al Capitolo IV della Teoria matematica del magnetismo, teoria che T Autore 
aveva già pubblicato nelle Philosophical Transactions degli anni 1849 e 1850. Esse fu- 
rono riportate da Maxwell nel Treatise on Electricity and Magnetism (Tomo»II) e da 
Betti nella Teoria delle for^c newtoniane e sue applicaponi (Pisa, 1879). 

Cercando di rendermi un conto esatto del vero significato di queste definizioni e 
della maggiore o minore opportunità loro, ho potuto convincermi che Yasse magnetico 
di Thomson merita indubbiamente questo nome, ad esclusione d’ogni altro asse paral- 
lelo, mentre lo stesso non potrebbe dirsi del centro magnetico. Infatti la posizione di 
queU’asse è indipendente dalla legge d’azione della forza magnetica, mentre quella del 
centro assegnato da Thomson è essenzialmente subordinata all’ordinaria legge newto- 
niana. La verità, universalmente ammessa, di questa legge può, sotto un certo aspetto, 
considerarsi come favorevole all’assunzione d’un tal punto come centro magnetico. Ma 
non è men vero che sull’asse magnetico esiste sempre un altro punto, il quale gode 
di proprietà notevolissime qualunque sia la legge d’attrazione ed il quale, quando pure 
questa legge sia la newtoniana, non coincide con quello di Thomson se non per si- 
stemi magnetici particolari. 

J9 
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Parendomi che il procedimento da me seguito in questa ricerca sia molto semplice 
e generale, e getti qualche luce non solo sulF argomento ora accennato, ma su altri 
ancora, mi permetto di comunicarlo ai lettori di questi Annali. 

Abbiansi due sistemi, che diremo M ed M', di masse m eà in\ concentrate in 
punti discreti. Designando con r la distanza delle due masse individuali m ed m', con 
W il potenziale mutuo dei due sistemi e lasciando indeterminata la legge d’attrazione, 
si ha 

(i) JV = mm' (f (r), 

formola in cui la doppia somma si estende a tutte le coppie formate con una massa 
m del sistema M e con una massa m' del sistema M\ 

Quando la distanza dei due sistemi è molto grande itì confronto delle distanze 
mutue fra le masse di ciascun sistema in particolare, si può, facendo alcune ipotesi 
abbastanza plausibili e ancora molto generali sulla natura della funzione 9 (r), assegnare 
un’espressione assai semplice al valore approssimato del potenziale JV; e ciò nel modo 
seguente. 

Riferiamo i punti dei due sistemi a due terne T e T' d’assi ortogonali, paralleli 
ciascuno a ciascuno, aventi l’origine la prima in un punto 0 , la seconda in un punto 
0'. Il punto 0 deve essere scelto in modo che le sue distanze dalle masse m del si- 
stema M sieno dello stesso ordine delle distanze mutue di queste masse, in confronto 
della distanza dei due sistemi; lo stesso dicasi del punto O' rispetto alle masse m' del 
sistema M'. Del rimanente, le posizioni delle due origini sono, per ora, arbitrarie. Sieno 
a, c le coordinate della massa m rispetto alla terna T; a\ b\ c' quelle della massa 
m' rispetto alla terna T', e poniamo 

= d\ a’^ + è'" + = d'\ 

Designiamo inoltre con p la distanza assoluta delle due origini 0 ed 0’ e con t), ^ 
i coseni degli angoli che la direzione 0 0' fa colle direzioni degli assi. 

Per tali segnature si ha 

r: = + a' - ay + (p-/, + br - by + (pC + c' - c)% 

ovvero 

, r" = p^— 2 Pp 4- Q\ 

ponendo per brevità 

P = [a ~ a')l + (è — b')n + (c — c')'C, 

= (a - aj -{-{h- by + (. - 

Ne risulta 
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epperò supponendo p abbastanza grande perchè sia, per ogni coppia di punti (a, b, c), 
(a\ b\ 


si ha la serie convergente 




che procede secondo le potenze negative di p. 

Ciò posto, se si ammette che la funzione cp e le sue derivate 9', 9", 9"' sieno 
continue e finite, per quei valori della variabile che qui occorre di considerare, si può 
porre, come è noto, 

9(r) z= 9(p) + (r - p)?'(p) + [p + “ P)]> 

dove 6 è una frazione propria. Supponiamo inoltre che la natura della funzione 9(p) 
sia tale che le sue derivate successive 9'(p), 9''(p), 9'''(p) sieno rispettivamente degli 
ordini di , s , s 

t(p) iW , ?Cp) 

P ’ P' ’ P’ ■ 

Per tali ipotesi, dando ad r il valore (ij ed arrestandosi ai termini dell’ordine di 

(r — py9(p) 


si ha per 9(r) il seguente valore approssimato: 


,(r) = 9 (p) — P9'(p) + — ?''(p) 


Per dare a questo valore di 9(r) una forma appropriata allo scopo nostro, poniamo 
p = b-n cC, p' = b' ti c' X, , 

vale a dire denotiamo con q e q' h distanze delle masse m ed^ m' dalla retta 0 0' e 
con p e p' le distanze delle stesse masse dai due piani condotti per i punti 0 ed 0 
perpendicolarmente alla retta medesima. Ne risulta 

P z= p — p' , = d"" d'^ — 2(aa' bb' cc'), 

P^ =p^ -j-p'^ — 2 pp' = d" d'" — q^ — q'" — 2 pp', 
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epperò il precedente valore di o(f) si può scrivere cosi 




1 4 (r) = 9 (p) - (i> - p’) 9' (p) + - ?" (P) — [?" Cp) - _ 


(aa' -{-bb' cc’)^-^—pp' ?”(?)— 


Introduciamo questo valore di 9(^) nell’ espressione (i). Eseguendo la doppia somma 
ivi indicata si presentano parecchie somme semplici, che sono specificate qui sotto in- 
sieme coi simboli che serviranno quind’innanzi a designarle: 


( 2 ) 


'^m' = M', ^m'a’ = oL', = = 

l'erri d^ = D, 2 '^^m’ d'^ = D' , '^mq^ = I, y~ m' — 

a’i -f-g'r, -f a” + + y'^ = 8'^ 


Tutte queste quantità hanno significati meccanici notissimi. Le quantità a, S, y, is 
sono i momenti lineari del sistema M rispetto ai quattro piani a = è = o, c = 0 , 
p = o; S è il momento risultante; D è la somma dei momenti d’inerzia dello stesso 
sistema M rispetto ai tre assi della terna T, giacché 

2d^ = (F + O + (C^ + aO + + y), 


anzi è evidente che questi momenti d’inerzia possono riferirsi a qualunque altra terna 
d’assi ortogonali coll’origine in 0; finalmente / è il momento di inerzia del sistema 
rispetto alla retta 00'. Se A, 5, C sono i momenti principali d’inerzia del sistema 
rispetto al punto 0, e se \ p-, v sono i coseni degli angoli che la retta 00' fa coi 
tre assi principali cui questi momenti d’inerzia si riferiscono, si ha quindi 


(2j ^ + 5 -f C =: D, Ar + + Cv^ = /. 

Altrettanto dicasi delle analoghe quantità relative al sistema M'. 

Tenendo conto delle segnature ( 2 ), la sostituzione del valore (i^) di 'p(r) nell’e- 
spressione (i) somministra il seguente valore di /F, approssimato fino alle quantità 
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delFordine già indicato: 

( = M M' y (p) + (M ct' — M' g) 9' (p) 4- —^1+ y 9 " (p) 

(3) ' ^ 

Di questa forinola generale giova considerare distintamente i tre casi particolari 
più importanti, che sono i seguenti. 

Supponiamo, in primo luogo, che amendue i sistemi di masse sieno dotati di bari- 
centro, e sia 0 il baricentro del primo sistema, 0 ' quello del secondo. In tal caso si ha 


e quindi 


è = y = ZS = x' = = Y = ^ : 


(3j /^ = MM'y(p) + 


MD' + f (p) 




Supponiamo, in secondo luogo, che il primo sistema sia privo di baricentro e che 
il secondo abbia il baricentro nel punto 0 ' ; poniamo, cioè, 

M = O , oc' = €' = y' = o . 

L’espressione del potenziale diventa 


W = zs 




Supponiamo finalmente che amendue i sistemi sieno privi di baricentro, cioè che 
si abbia 

M = M' = 0. 

L’espressione (3) diventa 

(3.) = — ('/ a' + g g' 4- — ro si' |^y"(p) — , 

e può scriversi anche così 


'[?"(?)• 


(3.0 JV = — ^ + [?'' (p) — p) p^l • 

Nei primi due casi si può supporre, più in particolare, che il secondo sistema si 
riduca ad un solo punto materiale 0 ', di massa unitaria. In tale ipotesi si ha 

M' = 1, D' = r = 0 

e il potenziale fF diventa la funzione potenziale F del primo sistema sul punto 0 '. 
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nel primo caso 

r = M9 (p) + ^ 9" (p) - [?” (p) - , 

r = - 7 . <p'(p) + ^9''(p) - 4- [?"(p) - • 

ii questi due casi osserveremo che, denotando con V' la funzione 
i alla V deirequazione (4J] del sistema M', supposto dotato di bari- 
:entro in 0 ', sul sistema M ridotto ad una massa M — 1 collocato 
. esprimere (sempre coirindicata approssimazione) il potenziale mutuo (3J 
sistemi dotati di baricentro nel modo seguente: 

=: MF' + M' r — MMXp), 

cosicché la determinazione di in questo caso, si riduce a quella di F e di V\ 
Ponendo 

T(p) = y 

le espressioni (5^), (3J, (4J, (4J ricevono significati ben noti nella teoria del poten- 
ziale newtoniano. La prima infatti è Fespressione approssimata del potenziale mutuo 
newtoniano di due corpi lontani l’uno dall’altro. La seconda rappresenta il potenziale 
mutuo di due elementi magnetici a distanza finita, o di due magneti lontani Tuno dal- 
Taltro. La terza è Fespressione approssimata della funzione potenziale d’un corpo sopra 
un punto lontano. La quarta è la funzione potenziale d’un magnete sopra un’unità 
magnetica posta in un punto pure lontano. 

Un’opportuna orientazione delle due terne T, P, del cui parallelismo è sparita 
ogni traccia nelle formole (3J, (3J, (4J, (4J permette d’introdurre ulteriori sempli- 
ficazioni in queste formole. Così, se nella forinola (4 J si suppone che la terna T sia 
quella degli assi naturali d’inerzia del corpo M, e se si designano con x, )/, le coor- 
dinate del punto 0' rispetto a questi assi, si ha, con riguardo alla relazione (2^), 


F=Mo(p) + 






Ax^ 4 - By^ + Cz! 




donde si deduce subito, per 9 = — , la notissima espressione di questa funzione po- 
tenziale. 

L’espressione (3J, non contenendo più traccia d’alcuna terna d’assi, non è riduci- 
bile ad alcuna forma più semplice. 

Resta a considerarsi Fespressione (4^) della funzione potenziale magnetica, che è 
quella della quale vogliamo più particolarmente occuparci. 
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Ricordando la condizione M = ^ m = 0, si trova 

2; m [(« - + (è - by + (c- o*] 

= + c„y) 

= ^-2(a„« + è„€ + r„y), 


epperò si vede che se rorigiiie 0 fosse in un punto qualunque del piano, 

la cui equazione rispetto alla terna T è 

(5) «^ + ^ 3 ' + 

la quantità analoga a D, per questo punto, sarebbe nulla, qualunque fosse Torientazione 
degli assi. Il piano (5), che diremo piano centrale del sistema, è normale alla direzione 
del momento principale S di questo sistema. 

Assumendo per piano ab questo piano centrale e per asse delle c una qualunque 
retta ad esso normale (per esempio la retta condotta dalla primitiva origine 0 nella 
direzione del momento principale à), si ha 

a = o, 2 = 0, D — o 

e la funzione (4J diventa 

r = -òi:,'W-4[f(p)-5^]. 

Ora osserviamo che, riferendo le coordinate c alla nuova terna, si ha 


Ym{b — bJc = Y_ mbc — S , 
^ m c(a — ^o) ~ ^ ^ ^ ^ ? 

— a^(b — = '^mab; 


quindi se, conservando il piano centrale come piano delle a, è, si trasporta Forigine 
nel punto di coordinate 


— 


^ mac 


è 


I 


moc 


e se poscia si dirigono, nello stesso piano, gli assi delle d e delle b in modo che risulti 



472 


SUL POTENZIALE MAGNETICO. 


[71 


ciò che si può sempre fare (con un processo notissimo), i tre nuovi assi coordinati 
ottenuti dopo queste operazioni sono assi principali d’inerzia del sistema rispetto alla 
nuova origine. Avuto riguardo alle relazioni ( 2 J si ha dunque, rispetto alla terna cosi 
determinata, che diremo terna centrale, 


(5j 


v = -n9'(.ù- 




?"(p) 



dove A, 5, C sono i momenti principali d’inerzia, soggetti alla relazione 
Ì5h) .4 + 5 + C = o. 


Questa è la forma più semplice cui può ridursi la funzione senza fare ipotesi più 
speciali sulla natura della funzione o. I nuovi assi di riferimento sono totalmente indi- 
viduati e tali che, per essi, hanno luogo le relazioni seguenti : 


0.) 



4" ~h O — 


I 


mah 




Il nuovo asse delle c è Yasse magnetico del sistema e coincide con quello di Thomson. 
La nuova origine è un centro magnetico indipendente, come l’asse, dalla legge d’attra- 
zione : vedremo fra breve in quale relazione si trovi questo centro con quello di 
Thomson. 

Per determinare la posizione dell’asse e del centro testé definiti rispetto alla primi- 
tiva terna T, che era scelta arbitrariamente, denotiamo con 5 la perpendicolare condotta 
dalla primitiva origine 0 al piano centrale (assunta come positiva quando è nella dire- 
zione à), con 7^, p-j , ^ 2 ? f ^2 5 ^ coseni degli angoli che due rette ortogonali 

condotte dal piede di questa perpendicolare nel detto piano fanno coi primitivi assi, 
e con a^y b^y c^ le coordinate del centro testé determinato rispetto a questi medesimi 
assi. Ricordando le costruzioni precedentemente eseguite, si vedrà facilmente essere 


ossia 


> m a' L y m b' c' . 




con analoghe formole per t le lettere a\ b', c' designano le coordinate della 
massa m rispetto alla terna (s, Ora le formole di relazione fra queste coordinate 
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a', b\ c' t le primitive b, c sono 
e le analoghe; quindi si può scrivere 



S = > me' a ^ 

0 ^ j 

od anche 

^ gp = '^ ffl (c' 5) a - 

perchè 

a = 

Ma si ha 

^^mc’(c' -j- i) = 


1 . _ 

quindi 





2^ 


'^ ma(a7, c y) ^ m (a a -j- è S ~|- c y)^ 'V m -f- 

L y é=. 




Ponendo dunque 

(6) ^ _ ^m{av. -f Z^g-l- cy)" 

si può scrivere, più semplicemente, 


C6J 


L dà. ^ s 


P + C^) 


:8 


e queste sono le cercate espressioni delle coordinate del antro. Ne segue subito che 
Vasse magnetico è rappresentato dalle equazioni 


d A 


ÓA 


5A 


( 7 „) 


da. ^ dé ^ d'{ 


g 


Il centro può anche essere considerato come Tintersezione di questa retta col piano 
centrale (5). 
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Torniamo ora all’espressione (5^) della funzione potenziale magnetica riferita alla 
terna centrale. Denotiamo con a\ b', c' le coordinate della massa m rispetto a tre nuovi 
assi, dei quali quello delle c' sia l’asse magnetico e quelli delle a! e delle h’ sieno le 
rette condotte da un punto qualunque, c = dell’asse magnetico parallelamente agli 
assi delle a e delle h nella terna centrale. Essendo per tal modo 

a’ — a, b' — b, c' = c — c , 

si ha 

A' = ^m(b'^ + c'O = A- 
B' = ^m(c."- -f a'") = B — 




= o, 


'^mc'a' = ^mca = o, 
'y ma’ b’ = ^ m ab = 0, 


epperò i nuovi assi sono ancora assi pi'incipali d’inerzia; se non che i tre momenti 
d inerzia corrispondenti, anziché alla relazione ^5^), soddisfanno alla 


+ + = 

Per avere l’espressione di F- relativa a questi nuovi assi bisogna ricorrere alla forinola 
generale (4J e porre in essa 


= D = -4Sc„, I ^ A'i^ -\-B'-n^ C'O 

(intendendo, per comodo, designati sempre con -/i, ( i coseni di direzione della retta 
p rispetto alla terna che si considera di volta in volta): si ottiene cosi 


r = - (p) - sc.t"(p) - + r^,,^ _ tìp)-] 

^ L p J’ 


dove p rappresenta la distanza del punto potenziato dalla nuova origine. Quest’espres- 
sione si può scrivere cosi 

r = - s Ci.'(p) - 
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^espressione contenuta neirultima linea non può, in generale, essere annullata da un 
valore costante di qualunque sia la distanza p. Perchè ciò possa accadere, bisogna, 
come è facile riconoscere, che la funzione (p'(p) si riduca ad una semplice potenza di 
p. Ammesso ciò e supposto quindi 

(7) 

P 

si txova che la detta quantità è resa nulla da 


( 7 j 

E poiché in tal caso si ha 


n 1 C 
2 n ^ ‘ 


donde 


si trova pure 


+ 5' + C = - 4 S C , 

n 2 ’ 

c — B' — C ~ 

n 2 ^ ^ n 2 


Per questi valori rultima espressione di F diventa 

n i (2 A' — -f* (25' — 

p-TT — plITT ? 

dove a:, x. sono le coordinate del punto potenziato. I tre momenti d’inerzia A\ B\ 
C relativi agli assi principali cui è ora riferito il sistema e di cui quello delle x ^ fasse 
magnetico, sono legati dalla relazione 


(7.) 


n (^' 5 ') — (n -f" 2) C' — o 

che equivale alla seguente 

(7,) -\-b'^ — nc'^) = o. 

Quando la legge d’azione è la newtoniana, si ha 71 = 2, epperò 

rr ^ ^ I 3 {B' 

^ P’ ' 4 P’ ’ 

colle relazioni 

( yOT(fl'^+ è'"- 2c'0 = O, 

( B' — A' = — V^) = B — A. 

L’origine degli assi ai quali si riferiscono queste formole è definita, rispetto alla nostra 



476 


SUL POTENZIALE MAGNETICO. 


[71 


terna centrale, da 

(80 


ed è il centro magnetico definito da Thomson. Si scorge di qui che questo centro non 
cade nel piano centrale se non quando il sistema soddisfa alla condizione particolare 
C = o, cioè quando è nullo il suo momento dhnerzia rispetto all’asse magnetico (e 
quindi rispetto ad ogni asse parallelo a questo, giacché la quantità C è invariabile per 
tutti gli assi che hanno la direzione del momento principale). 

È d’uopo far qui un’avvertenza, necessaria per chi voglia istituire un confronto 
fra le precedenti formole e quelle di Thomson, giacché esse non sono direttamente 
comparabili fra loro. 

Giusta l’ordinaria teoria di Poisson, seguita dall’illustre scozzese, la funzione po- 
tenziale d’un corpo magnetico si forma considerando questo corpo come l’aggregato 
d’un grandissimo numero di elementi magnetici, cioè di sistemi elementari privi di ba- 
ricentro. Perciò nelle formole stabilite in base a questa teoria non compariscono diret- 
tamente le masse- costituenti i singoli sistemi elementari, ma solo i momenti lineari di 
ciascuno di questi, talché, per esempio, non vi rimane più traccia dei momenti d’inerzia 
di quelle masse. Ora si può dimostrare che rispetto alle espressioni delle quali qui si 
tratta, questo secondo punto di vista è sostanzialmente identico a quello che ha servito 
finora di base alle nostre formole, vale a dire che le formole dedotte nell’ipotesi che 

la condizione ^ ^ verifichi in ogni sistema parziale rientrano esattamente in 

quelle stabilite senza questa ipotesi. 

A tal fine osserviamo innanzi tutto che se il sistema cui si riferisce la funzione 
potenziale ( 4 ^) è di dimensioni estremamente piccole, quella funzione, che diremo ora 
si può ridurre al solo termine 


dove la distanza p si può supporre semplicemente finita, ed anche piccola, purché sia 
sempre estremamente grande rispetto alle dimensioni del sistema, od elemento magne- 
tico. È questa infatti l’ordinaria espressione della funzione potenziale di un tale elemento. 
La forinola precedente suppone che quest’elemento sia collocato ntWintorno del punto 
0, d’onde si spicca il raggio vettore p. Se quindi l’elemento fosse collocato invece nel- 
l’intorno di un altro punto rj, denotando con r la distanza di questo punto 

dal punto potenziato (x, 'O e con i momenti dell’elemento magnetico, 

si avrebbe 




— [*, {x — a,) — K) + T, (^ — 


9'(0 


r 
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meglio 


(«■ 


+ + T,0^— • 


Ora se relem ento fa parte d’un corpo magnetico di dimensioni finite, ma molto 
piccole rispetto alla distanza dal punto potenziato, si può, denotando nuovamente con 
p la distanza di questo punto dairorigine e supponendo che questa sia situata entro il 

?'(0 

r 


corpo, sviluppare la funzione 


come s’è già fatto prima per la ed è chiaro 


che basterà porre 


nel primo termine di e 


y'(0 _ y'(p) 

r p 


tSù — y'(p) 


(a. \ X,) 


?"(P) 


y'CpU 1 

p J p 


nel secondo. Si ottiene cosi 

■v — ^ ^ ■'ì + T. ‘0 (p) 


+ («.^ + + T. 0 


y''(p)- 


?' (py 


La somma dei valori che prende questa funzione per i singoli elementi del corpo ma- 
gnetico, cioè Tespressione 

V = — ?p'(p)^(a, E + (^1 °^i + ^. + ‘^,7.) 

+[f'(p) — +T.'0) 

non deve difFerire, dietro quanto abbiamo asserito, dalla funzione rappresentata dalla 
formula (4/,), supponendo naturalmente che l’aggregato di tutti gli attuali elementi ma- 
gnetici riproduca quello stesso sistema cui si riferiva quella formola. 

Per dimostrare che cosi è veramente, basta osservare che denotando di nuovo con 
a, by 0 le coordinate di una delle masse m che costituiscono l’elemento magnetico esi- 
stente neirintorno del punto , rj, e scrivendo 

a = {a — 

si ha 



dove la somma si riferisce al solo elemento magnetico anzidetto, cioè a quello i cui 
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momenti sono . Ora la quantità a — h estremamente piccola di fronte ad 

tìjj, epperò la quantità ^ d^ordine superiore a quelle delle quali si tiene 

conto. Ne risulta che, entro i limiti d’approssimazione ai quali le formole si arrestano, 
si può porre, per ciascun elemento magnetico, 


^ = 2 ^ m è"" = 2 ^ w = 2 Yj , 

= c,a + ^ m a, , 

e conseguentemente 


'2. «X + ^ ^x + ^x T. = 




2 2 

+ ^x'-i + T.O 

T ,, y md"" y mq^ 

— ^ ^ 


Facendo quindi le somme delle espressioni analoghe a queste per i singoli elementi 
magnetici costituenti il sistema già considerato precedentemente, si ha 

4- i-.g, 4- c,y,) = ^ , 

E + ^ -0 + ./OCa, ' + g -0 + y, O 

dove D ci I hanno di nuovo il significato primitivamente attribuito a questi simboli. 
D’altronde è evidente che si ha pure 


^g, =g, ^y_=y; 

dunque la forinola (9) può scriversi 

r=-.rt,)+44£)+(4-4)4'(P)-4tì; 


ossia finalmente 


V= _Ero'(p) 4 -^.p''(p)_ ^|^^"(p) 


donde risulta l’identità della funzione V calcolata in questo secondo modo con quella 
definita dall’equazione (4^). 

Se nell’equazione (9) si pone 9 (p) = — si ottiene per F l’espressione dalla quale 
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è partito Thomson per giungere, con successive trasformazioni, alFespressione sempli- 
ficata (8) e quindi alla sua definizione dell’asse e del centro magnetico. 

In ciò che precede abbiamo avuto più volte occasione di considerare i momenti 
d’inerzia d’un sistema di masse privo di baricentro. Non sarà inopportuno riassumere 
in brevi termini la teoria generale di tali momenti, per tali sistemi, teoria di cui Rete 
ha già dato qualche cenno nella sua ben nota Memoria intitolata : Tràgheits-und hdhere 
Momente dms Massensystemes in Be^ug auf Ehenen *). Il metodo tenuto in questo 
riassunto potrebbe applicarsi, senza alcun mutamento essenziale, anche agli ordinari 
sistemi di masse (pei quali anzi le formole prendono aspetto più simmetrico) e forni- 
rebbe, a nostro credere, il procedimento più naturale e più spedito per istabilire le pro- 
posizioni e le formole più necessarie in meccanica, sulla base degli eleganti e fecondi 
concetti di Reye e di Hesse. 

Ci riferiremo in ciò che segue alla terna che abbiamo detta centrale (come nell’or- 
dinaria teoria si assume quella degli assi principali del baricentro) e riterremo quindi 
soddisfatte le relazioni 



Sia 

(il) — p — o 

l’equazione normale di un piano, cioè sicno 7, p., i coseni di direzione della perpen- 
dicolare p condotta dall’origine al piano. Ponendo 

H ~ ^ ^ cv — p)\ 

si trova, (io), 

(iij Ar -f -j- Cv^ + 2^pv -f i? = 0. 

Se per il punto (x, y, del piano (ii) si conduce un asse normale a questo 
piano, il momento d’inerzia I del sistema rispetto a quest’asse è dato da 

+ yy + (c - 01 - 


*) Journal fùr die reine und angewandte Mathematik, Bd. LXXII (1870), pp. 293-326. Ricerche 
geometriche d’indole più generale sullo stesso argomento possono vedersi nella recente Memoria di 
Jung Sui momenti obliqui d'un sistema di punti e sulV «imaginàres Bild » di Resse [Collectanea Mathe- 
matica (Milano, Hoepli, 1881), pp. 327-339]. 
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epperò fra iT ed / ha luogo la relazione 

(II,) H + I+2^^ = o. 

Sia 

(12) V X y v':( — = o 

Tequazione normale di un secondo piano e sia H' il valore di H relativo ad esso, talché 
si abbia, 

(12J + £1^'" + Cv'^ -|> v' 4- i 7 ' = o. 

Essendo 

4 “ — Pi 

=, — [A\y 4- 4- Cvv' + S(pv' -f p'v)l 

è chiaro che le condizioni necessarie e sufficienti affinchè sia nullo il momento complesso 
del sistema rispetto a due piani, (ii) e (12), perpendicolari fra loro, sono 

4~ 4“ Cvv' 4~ = 0 ? 

aV 4“ P- p 7 4~ ^ v' = o . 

Ora le due equazioni (iij, o meglio le seguenti, omogenee rispetto alle coor- 

dinate tangenziali X, jx, v, p, 

+ Cv^ 4- 2Spv 4^//(x^ 4-j,/ 

+ + Cv'^ -f + [a'^ + v'^) = 0, 

rappresentano, neiripotesi di H ed H' costanti e diseguali, due quadriche omofocali fra 

loro (ed a quella rappresentata dairequazione 

4 ~ 5 p/ 4 - Cv^4- 2(^pv =0), 

e le due equazioni (13) esprimono le condizioni necessarie e sufficienti affinchè i due 
piani (li) e (12) sieno conjugati rispetto ad amendue le dette quadriche. Ma questi 
due piani, essendo rispettivamente tangenti a quelle due quadriche, non possono essere 
conjugati rispetto ad esse se la loro retta comune non passa pei due punti di contatto : 

possiamo dunque concludere che per ogni retta dello spazio passa una sola coppia di 

piani ortogonali di momento complesso nullo, ed è la coppia dei piani tangenti alle 
due quadriche omofocali toccate da quella retta *). Segue di qui, come corollario, che 
due quadriche del sistema non possono intersecarsi che ortogonalmente. 


*) È noto (e risulta da quanto sopra) che due quadriche omofocali ortogonali sono vedute da 
ogni, punto dello spazio come interse cantisi ad angolo retto. Si può dunque dire che ogni diedro di 
momento complesso nullo è un diedro visuale del sistema omofocale, e viceversa. 
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L'equazione della quadrica (iij, in coordinate locali (facilmente deducibile 

colle regole note), è la seguente 


L__J 

B H 




che rappresenta una famiglia di paraboloidi omofocali. Per ogni sistema di valori delle 
X, quest’equazione ammette tre radici reali le quali, supponendo 

A — £ )> o, sono cosi distribuite ; 

Le coordinate y, :( si esprimono in funzione di queste radici mediante le formole 

r (j-B)s 

, , K , (B H,)(B + HXB + H,) 

+ ’ 


\^= • 

Dalla relazione (ii/,) e dalla proposizione precedentemente dimostrata risulta che i 
tre momenti principali d’inerzia relativi ad un punto qualunque (.v, 3-, :() dello spazio 
sono dati dall’equazione 


A — 2^z — / B — 2 (ì z — I 




e che i corrispondenti assi principali sono normali ai tre paraboloidi omofocali (14) 
che passano per quel punto e che sono individuati dai tre valori di H legati, mercè 
la relazione (nj, alle tre radici / dell’equazione (14;,). 

Vi sono piani pei quali è LT = o, e sono i piani tangenti del paraboloide rappre- 
sentato dalle due equazioni reciproche 

/ AV + + Cv^ + = o, 

(^5) \ fi I il _ c + 

( A B ~~ 

Questo paraboloide (reale) è Timmagine geometrica del sistema, giusta i ricordati con- 
cetti di Reye e di Hesse. 

Cosi vi sono rette per le quali è / = o, cioè per le quali il momento d’inerzia 

BELTRA.MI, tOmO HI. 
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è nullo, e queste rette, designandone con (x, 3/, :() un punto qualunque e 
V i coseni di direzione, sono comprese nelFequazione 

4“ “h — 2^:( = o, 

;enta un complesso speciale di 2° grado. 

..zio ne 

Cv^~42S(Xa:4-'P‘3'4''^0^ — ^ 

rappresenta il cono quadrico inviluppato dai piani che passano per il punto (x, y, i) 
e pei quali è H=o. Quando x, = o questo cono, in virtù della relazione -[-C=:o, 

possiede infinite terne ortogonali di piani tangenti. Vi è dunque una triplice infinità di 
terne ortogonali, coirorigine nel piano centrale, per le quali è 



e per i di cui assi sono quindi nulli i momenti d’inerzia. 

Senza insistere di più su queste proprietà, e senza citarne molte altre dello stesso 
genere che si potrebbero dedurre con eguale facilità, passiamo subito, per terminare, 
alle quaterne di masse che possono surrogare il sistema rispetto ai momenti lineari ed 
ai momenti d’inerzia. 

Sieno m., a.^ è., c. (i = i, 2, 3, 4) le masse e le coordinate di quattro punti, 
e pongasi 



0"' 

II 

M 

3 

0 

II 

il 

0 

M 

3 

il 

(16) 


= A', 

n; 

II 

II 



C; =0, 

^ m. c. a. = 0^ 

M 

3 

il 

p 


dove 


A' = = — A^ etc. 

Soddisfatte le condizioni precedenti è soddisfatta anche la 

+ K + = o, 

cosicché le quattro masse w. hanno egual asse, egual centro ed eguali momenti lineari 
e d’inerzia del sistema fin qui considerato, e la funzione potenziale (5) di queste masse 
“iesce identica, per ogni punto potenziato (lontano), a quella del sistema suddetto. 
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Introducendo due quaterne di variabili 


legate dalle relazioni lineari 
(17) e.z=a,l/^( 


6 , 


6 , 

I ? 

45 


“ij “3J 

co , 

4’ 

. + K\ 


[m. 

/ C 


(i=i. 3, 3, 4), 


è chiaro che, 


ammesse 


le equazioni .(16), si ha 


^ “3 “45 


e che, reciprocamente, ammessa quest’unica equazione come identicamente soddisfatta 
dalle sostituzioni lineari (17), seguono di necessità le relazioni (16) fra i coefficienti di 
queste sostituzioni. Ora dalle equazioni (17), in forza di queste stesse relazioni (lé), 
risulta 


= cù 

'R' Z- ‘ * 2 


Formando con questi valori l’espressione costituente il secondo membro della equazione 
(17J, ovvero Fespressione equivalente 


SI trova 


+ + +— 03^^ 


+ < + 2W3 ~ 


=2.M-w + t F- 


^ •\A' ' B 

— / d • et 

+ 2 


b,b. C' — S(c. -fc.) 
A' B' 


^ o.e.. 

/ * ^ 
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Dovendo questa espressione essere identicamente eguale, in virtù delle relazioni (16) 
fra i coefficienti delle sostituzioni (17), a 

fa d’uopo che fra i coefficienti stessi abbiano pur luogo le relazioni 

a] h] _ C + aSc; i 

A B ~ W; ’ 

a, a. + + 

A ^ B ^ ’ 

nella prima delle quali Tindice i ha i quattro valori i, 2, 3, 4, e nella seconda gli in- 
dici i, y rappresentano una qualunque delle sei combinazioni binarie che si possono 
formare coi medesimi numeri. E poiché le dieci equazioni (17^) traggono alla loro volta 
con sé Tidentità (17J, è chiaro che le equazioni stesse sono equipollenti alle (16) donde 
siamo partiti. 

Le sei equazioni del secondo gruppo (17^^) esprimono che le quattro masse m. 
sono collocate nei quattro vertici d’un tetraedro conjugato alla quadrìca (15), in con- 
formità alfelegante teorema di Reye. Le quattro equazioni del primo gruppo determi- 
nano le masse che si devono collocare in questi vertici. 

Infiniti essendo i tetraedri conjugati al paraboloide (15), si potrebbe cercare se ne 
esista alcuno per il quale la riduzione del sistema a quattro masse presenti qualche ca- 
rattere speciale. Un tale carattere sarebbe, per esempio, la decomposizione della quaterna 
di masse in due separati gruppi privi di baricentro, decomposizione che avverrebbe 
quando si avesse separatamente 

= Oy -j- — o . 

Ma non ci siamo inoltrati in questa ricerca per la seguente ragione : dalla combinazione 
delle equazioni (17J risultano le equazioni del tipo 

A +' 5 

e quindi, nel caso che sia 






Ora una tale equazione non può essere soddisfatta da coordinate reali se non nel caso 
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in cui A & B abbiano segno contrario. Quindi resistenza di quaterne cosi fatte, allo 
stato reale, non si può verificare in ogni caso. 

Ammettendo certe simmetrie nel sistema, per le quali si annullano i termini del 
secondo gruppo nell’espressione (3), e protraendo l’approssimazione fino al gruppo suc- 
cessivo, il sistema può essere rappresentato da due soli punti, o poUj come ha mostrato 
Riecke *). 

Pavia, IO febbrajo 1882. 


*) Annalen der Physik und Chemie, Ser. V, Bd. XXV (1872), pag. 218. 
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